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مقدمة الطبعة العربية 


نقدم للقارىء العربي ترجمة هذا الكتاب في التحليل الرياضي. وهو موضوع على جانب 
شير من الأهمية لأنه يتناول بالدراسة. الأسس الذي تبنى عليها معظم الاستنتاجات الرياضية 
التي تستخدم في مجالات العلوم التطبيقية . 

وقد اخترنا هذا الكتاب لأنه يعتبر مرجعاً مذرسياً في التحليل الرياضي يعرض الوضوع في 
سلاسة ووضوح. ويحتوي على عدد كبير من الأمثلة . 

لقد تم التقيد بالمصطلحات التي شاعت ورسخت في اللغة العربية وتعود عليها الطالب 
خلال دراسته في مرحلة التعلیم ما قبل الجامعي» آخذین في الاعتبار توصیات مکتب تنسیق 
التعریب في الرباط والراجم في العلوم الرياضية الصادرة باللغة العربية . وقد أضيف ملحق 
خاص بالصطلحات العلمية في آخر الکتاب . ونرجو بتقدینا هذه الترجمة أن نکون قد ساهمنا 
مساهمة متواضعة في اغناء الکتبة العربية بالکتب القيّمة» خاصة وأن هناك نقصاً ملحوظاً في 
دنب التحليل الرياضي الجيدة باللغة العربية» على الرغم من أن استیعاب المفاهيم الدقيقة 
سبکون أشمل إذا درست باللغة الأم . 

ویسعدنا أن نتقدم بخالص الشكر للزميلين: الدكتور علي صالح الرويني والدكتور محمد 
سالم باني» اللذين قاما بمراجعة هذه الترجمة وللملاحظات التي أبدياهاء فكانت ذات نفع في 
إخراج الكتاب بهذه الصورة. 


د. أحمد صادق القرماني د. رمضان محمد اجهيمة 
جامعة الفاتح 
طر ابلس 1990/10/0 م 
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مقدمة المؤلف 


عتوي هذا الكتاب «مقدمة في التحليل: نظرية حساب التفاضل والتكامل» على العرض 
سظري لفاهیم التفاضل والتكامل التي قدمت بطريقة بديبية في الهج الأول للتفاضل 
۰کامل الذي یدرس للطالب البتدیی أو طالب السنة الثانية في أية كلية جامعية. 

وهدف هذا الکتاب لان یکون مرجعاً مقرراً منهج نظري یدرس عادة في السنوات 
لدراسية الأخيرة» ومثل هذا المج یسمی عادة بالتفاضل والتکامل التقدم. أو مقدمة في 
النحليل» أو غير ذلك . 

والكتاب «مقدمة في التحليل: نظرية حساب التفاضل والتکامل» يحتوي على مادة كافية 
'نصلين دراسيين معروضين بسرعة معقولت. ويمكن أن يدرّس لفصل واحد بتغطية الأبواب 
سن | - إلى 8 بالاضافة إلى بعض الأبواب القليلة الأخرى وفقاً لاختيار أستاذ المادة. 

قدمت موضوعات الكتاب بستوی معقول لطلبة الجامعات؛ وذلك بتقديم معظم 
النظريات في مجموعة الأعداد الحقيقية الألوفة. وذلك على خلاف الصياغة الأكثر عمومية أو 
نعریدً, وبذلك يستطيع الطالب الذي يتعلم لأول مرف كيف يكتشف البراهين الرياضية 
٠‏ يكتبهاء وكيف يلجأ إلى خبرته السابقة للحصول على أمثلة توضح الوقف بجلاء. وبعد أن 
بكنسب الطالب خبرة معينة في عرض البراهين الرياضية واستيعابها في صياغة معينةء فان 
النظريات المجردة ستصبح أكثر قها وق 

إن أحد أهداف الطالب في هذا المستوى يجب أن يكون اكتساب المهارة في كتابة 
الرياضيات ؛ ولهذا فان أسلوب عرض هذا الكتاب بهدف إلى توضيح الكتابة الرياضية 
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الصورية على خلاف اللاصورية التي تقابلنا عادة في كتب التفاضل والتكامل الأولية ٠‏ ولیس 
هذا صحيحاً للمقولات والبراهين الصورية فحسب. بل أيضاً للمناقشات العامت وهو آمر 
یسن طارئاً أو عرضياً. ومع الاحتفاظ بمستوى وأسلوب عرض الادة يحتوي الكتاب على عدد 
قليل من الأشكال البيانية . وهذا أمر نمطي في رأي. ومرغوب فيه في المقررات المتقدمة 
للنظرية الرياضية. وفي هذه المرحلة يجب على الطالب أن يفهم أن طريقة الأشكال البيانية لا 
تكون برهانا. فالأشكال البيانية في الکتاب - مثلها مشل الأشكال الأخرى التى يجب أن 
يتشجع الطالب ويرسمها ‏ لا تعتبر إلا حا للطالب على الدراسة المتعة ولكنها ليست جزءاً 
أساسياً من المنطق . 


وتخطی مجموعات التارين» الواردة في نهاية كل بند تقريباً. للطالب ليختير قدرته على 
اكتشاف وكتابة الرباضيات على السواء. وتظهر بعض المسائل الروتينية في بداية معظم 
التارین المفيدة وهي التي تتطلب برهاناً أو تفصیلا لمثال ما. وعلى الرغم من أن مثل هذه 
التهارين ليست ضرورية لبرهان النتائ ج التي ترد بعد ذلك إلا أنها تضيف تفاصيل مهمة 
للنظرية» وتكسب الطالب خبرة؛ لأن الطالب يجب أن يكون ملا بمفاهيم ورموز نظرية 
المجموعات دون تفسير اضافي. وبالإضافة إلى رمزي الاتحاد والتقاطع نستخدم الرمز ٩‏ ~ 
لكملة 5 و5 - 1 للمكملة النسبية: (8 -) 176 = 8~ ۲ 


ويبدأ عرض النظرية في الباب الأول بتعريف ترتيب الأعداد الحقيقية ۸ وتقديم مسلمة 
أصغر حد أعلى (كل الخواص الحسابية للمجال ۸ مفترضة) والسمة الخاصة التي تطبع هذه 
المعالجة للموضوع هي ترتيب المفاهيم المختلفة للنهاية. ففي الباب الثاني تكون نظرية 
النبايات الأولى المعروضة هي التعلقة بتقارب متتاليات الأعداد» وهي الأسهل في التعامل 
معها بواسطة عمليات 8 - 8 الدقيقة. كا أنه يسهل توضيحها بالأمثلة . وتستخدم نابات 
المتتاليات لعرض وتوضيح مفاهيم التقارب الأخرى. التي تضمن الاتصال ونهايات الدوال 
والاتصال النتظم والمشتقات والتكاملات والتسلسلات اللانبائية ومتتاليات الدوال 
ومتسلسلات القوى. ومع كال 5 وهو موضوع الباب الشالث تشكل مفاهيم النهاية هذه 
محتويات الأبواب من 1 الى 12. وفي الباب الرابع نجد تناولل غير عادي . حيث يدرس في 
البداية مفهوم الدالة المتصلة وبعد ذلك يستخدم الاتصال لتعريف نهاية الدالة. وقد تم 
اختيار هذا الترتيب للموضوعات, لأن الدوال المتصلة تبدو للطالب طبيعية أكثر من الدوال 
غير المتصلة التي تعرض النهاية بواسطتها. وبالاضافة إلى تكامل ريمان الذي يدرس في الباب 
السابع ؛ يقدم تكامل ريمان ‏ (ستلتیس 5ز في الباب العاشر. وني الباب الحادي عشر 
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.ی نظرية فيرشتراس للتقريب كمثال على التقارب النتظم لتتالية الدوال. 

٠‏ خصص الأبواب الأربعة الأخيرة لدراسة النظرية متعددة الأبعاد. وهي تبدأ بدراسة 
«س ات المترية. وهذا الوضوع هو الوحيد المقدم في صياغة مجردة» وحتى في هذه الحالة 
5 لرية الفضاءات المترية» بشدة نحو الفضاءات الاقليدية . 


٠‏ البابین الرابع عشر واخامس عشر نعرض لفاهيم الاتصال والقابلية للتفاضل في 
عساء الاقليدي نون الأبعاد. ولکن دراسة التکاملات التعددة في الباب الأخير تقتضر على 
د به في بعدین وهنا نستعين في تناولنا بمحتوى جوردان (10۳020) عن طریق المساحة 
. حلية والخارجية للفئات في المستوى. وهذا انما ينح خلفية مفيدة للطلبة الذين سيدرسون 
هر به لیبیج Lebesgue‏ للقیاس . 
إن كتاباً على هذا النمط سیکون بالطبع متأثراً بخبرة الولف خلال سنوات طويلة من 
سنه كطالب وعمله كمدرس وأستاذ للادة. وأنه لمن المستحيل القيام بتعداد من كان ذو 
'". على هذا الكتاب من أساتذة ومراجع خوفا من اغفال دور البعض . ولذا فإنني أقدم تعبيرا 
.ما عن الشكر بالعرفان لجميع زملائي وتلاميذي وأساتذي الذين ساعدوني بمختلف الطرق 
ننه أعوام اعداد هذا الكتاب منذ كان مخطوطة فمذكرة فكتاب. انني مدين بكل اخلاصي 
د. جميعاً. وأود أن أشكر جوليا فروبل لعملها المتميز في طباعة الخطوطة. وقدم المراجعون 
.رد ذكرهم ملاحظات مفيدة على الصور المختلفة السابقة لهذا العمل: جون انجرام - 
امعة ولاية كاليفورنيا في ساکرامنتی ليام مسلید - جامعةولاية میتشجان. فرانك كليقر - 
«امعة جنوب فلوريداء و.ر. هينتزمان ‏ جامعة سان دييجو. ميشيل شتلين ‏ جامعة الشهال 
عربي» جويل ويستان ‏ جامعة کالیفورنیا - ايرفين» والتر. ك. مالوري - جامعة ديلوار» _ 
الف لاکنیس - جامعة سان فرانسيسكوء ايلي باسوف - جامعة بل دافید هالينباك - 
حامعة ديلوار» تیرنس جافني - جامعة الشمال الشرقي. میشیل جريجوري ‏ جامعة شال 
داكوتاء استيبان بوفالد كلية واباش» ولیام ارماکوست - جامعة کالیفورنیا - دومينيغوز هیلز» 
عارتين بيليك ‏ جامعة: سان جوزیه. بربارا شابيل - جامعة ولاية كاليفورنيا التكنولوجية - 
٠.‏ موناء دوچلاس هول» جامعة ولاية ميتشجان» ديتموتي سورنسون - جامعة ولاية كنت 
الذي قام بالراجعة الدقيقة الأخيرة. وأخيراً أود أن أشكر محرري داري النشر أكاديمك برس 
٠‏ هاركورت براس جوفانوفيتش والعاملين بها لمساعدتهم وتشجيعهم لي خلال فترة اخراج هذا 
العمل وتحويله من مذكرات الى كتاب . 
المؤلف 
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تمهيد: 
المقولات والبراهين الرياضية 


أنماط القولات الرياضية 


Types of Mathematical Statements 


ان موضوع هذا الكتاب ينظم ويجمع ما يسمى بالنظرية الرياضية «mathematical‏ 
۰ ویکمن الحهدف في تقديم هذه النظرية وتوضيحها بوصفها مجموعة من القولات 
المأرابطة منطقيا فيا بينهاء ويختلف هذا عن النهج الأول المعروف للرياضيات» حيث يكون 
مه الهدف هو تدريس مجموعة من طرق حل أنواع معينة من السائل . وفی الحالة المثالية فان 
أي منهج رياضي يجب أن يحتوي على بعض المواضيع النظرية» ولكن في مناهج حل المسائل 
كون الطالب مسؤولا عن أمور نظرية قليلة. وقد تكون الهندسة المستوية هي النهج الوحيد 
بل هذا الوضوع والتي تخصص بالكامل لتنمية النظرية الرياضية. وهنا كا في الهندسة نقابل 
أنماطا مختلفة من القولات التي تشکل عناصر هذه النظرية» وتصنیف کل مقولة بذکر شيء 
عن دورها في النظرية . ۱ 

في البداية» هناك التعريفات (عهمنانهتاع0). وهی المقولات التى تصف الموضوعات أو 
الخواص أو المفاهيم التي علينا دراستها؛ وبعد ذلك فإن هناك المسلمات (۸0۳08) التي 
تنص على أشياء يفترض أن تكون صحيحة في هذه النظرية الخاصة. ولا يتطلب الأمر إثبات 
التعريفات أو السلیات أو تبريرها بأية طريقة» على الرغم من أنه في بعض ال حالات تعطى 
تمرينات لتوضيح الكيفية التي تكون بها النظرية المعروضة موازية أو امتدادا لموضوعات 
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عرفناها بخيرتنا السابقة. وهناك مصطلح آخر للمسلمة وهو بديهية (2)005]013]6 يستخدم 
عادة في الهندسة الاقليدية ولكننا لا نستخدمه هنا . 


وبالإضافة إلى التعريفات والمسلمات» فإن سلسلة من المقولات الشكلية التي يجب 
استنباطها بالاستعانة بمقولات أخرى إما بافتراض صحتهاء أو على أا برهنت قبل ذلك. 
وتسمى القولات المبرهنة الأكثر أغمية بالنظرية (156076505) أو بالرهنات أما تلك التق 
تليها في الأهمية فتسمى بالنتائج (0118:165©). ويقصد بها القولات التي كن استنتاجها - 
بوصفها نتائج اضافية ‏ من المقولات الأخرى التي تم إثباتها. وبذلك ترد النتائج مباشرة بعد 
النظريات التي تستنتج منها . 

وهناك فصل آخر من المقولات المستنتجة وهي ما يسمى بالنظريات المساعدة (فصوها) 
وهي النتائج الأولية التي تستخدم في البرهنة على النظریات وعادة» فإن مقولة النظرية 
المساعدة لا تكون ذات قيمة عامة في حد ذاتهاء ولکنبا تعطى عنوانا مستقلا كطريقة ملائمة 
لتجزيء البرهان الطويل للنظرية . 

وآخر مقولات هذه السلسلة هي ما يعرف بالمفترضات (0511100م0). ويستخدم هذا 
المصطلح عندما تكون المقولة غير مهمة بدرجة كافية لتسمى نظرية» ويكون تسميتها بالنظرية 
الساعدة أو بالنتيجة راب . وني الماضي وبخاصة في الهندسة الاقليدية الكلاسيكية كان 
يستخدم عنوان المفترض بنفس العنی الذي يستخدم فبه الآن مصطلح النظرية . 


بناء الر هان 
The Structure of Proofs‏ 


ان معظم المقولات الرياضية الي تحتاج إلى برهان هي شرطية (له0100م0©): أي يتم 
النص على صحة شيء ما إذا كان شيء آخر معروفاً أو معطى بشكل صحيح » وازء ء العطی 


أو المفترض يسمى بالفرضية (ذوعطادملاط). ویسمی الجزء المستنتج من الفرضية بالنتيجة 
(conclusion)‏ « وأسط صورة طذه المقولة الشرطية هي : «إذا كان 11 فان ©») حيث ترمز 11 


(#) قي اللغة العربية پستخدم عادة مصطلح اسلمة ترجمة للمصطلحين ("0ا×ة) و (#1 ادوم )وتعنى المسلمة القضية 
أو المقولة في أي نظام رياضي بسلم بصحتها وتستنتج متها منطقياً حقائق ونظريات هذا النظام . 
(ملاحظة المرجم» 
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ء. ضية و ) إلى النتيجة . وهناك عبارات أخرى مختلفة تعنی نفس الثيء. مثل : 


) ۱۱ تؤدي إلى ° (ب) © فقط إذا كانت 11 
٠‏ »)ثرط ضروري ل ۲ (د) 11 كافي لتحقق °. 


.هده هي الصور الأکثر شیوعا. مع وجود صور أخرى. وني كثير من القولات الشرطية 
.ل الفرضية والنتيجة من جزئین أو کش على سبيل الثال: إذا كانت «را یال بل 
فا کین 


۱۰ عکس دورا الفرضية والنتيجة في مقولة شرطية ما فإننا نحصل على مقولة تسمی 
...حوس المقولة الأصلية (56:عناهمء) . فالقولتان «إذا كانت ۸ فان 8» و «إذا كانت 8 فإن 
١‏ على سبيل المثال تكون كل منهیا معكوسة للأخرى. وني بعض الأحيان ينص على أن 
.-. له ومعكوستها صحيحتان كلاهما وعندئذ تجمع المقولتان في مقولة واحدق مثل «ه إذا 
.مط إذا كانت 8) ولإثبات هذه المقولة ثنائية الشرط يجب إثبات كلي التضمينين «۸ تضمن 
٠‏ تضمن هه (أو ۸ تؤدي إلاى 8 و8 تؤدي إلى ۸). وني هذه الحالة نقول: إن ۰۸ 
١‏ متكافئتان . وهناك عبارات أخرى للقولة ثنائية الشرط: إحداها: ‏ والتي تقابلنا في معظم 
. جع الرياضية - هي وى شرط ضروري وکافي ل 8». وهناك عبارة أخرى تكون مناسبة - 
-.سة عندما تكون كل من ۰۸ 8 معقدة بدرجة كافية ‏ وهي «المقولتان التاليتان متکافتتان . 


۸ ) أ‎ ١ 

.«B (ب)‎ 

وهذه الصورة هى - بالتأكيد - الأبسط في الاستعمال عندما يوجد أكثر من مقولتين 

والبراهين (6815ملامعة) المستخدمة في اثبات تضمين ماء مثل: «إذا کان ٩‏ فان €» 
.حون لما عدة صور أيضاً. وأبسط صورة للبرهان (ليس من الضروري أن تكون هي 
لاسهل في التنفيذ) هي : البرهان المباشر (017601). لاثبات أن 11 يضمن 20 نفرض ببساطة 
ن صحة 11 معطاة ونستنتج منها صحة 0. ويمكن اللجوء إل البرهان غير المباشر بإحدى 
الطريقتين التاليتين : 

البرهان بالنقيض )contrapositive(‏ وذلك بفرض أن © خطأ ونستنتج أن H‏ أيضاً يجب 
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أن تكون خاطئة . أما الطريقة الثانية فهى : البرهان بالتناقض contradiction‏ أو (reduction‏ 
(تسناكونوط08*؛ حيث يفترض أن المقولة التي نحن بصدد برهنتها خاطئة. والوصول من 
هذا الفرض بحجج منطقية صحيحة إلى نتيجة باطلة منطقياً إو منافية للمسلمات الأساسية 
1 = 0 مثلا وقد تكون منافية لمسلمة ما أو لمقولة ما سبق إثياتها. 

وعادة ما يولع الطلبة الذين يمارسون عملية البرهان لأول مرة بصورة البرهان بالتناقض 
هذاء غير أنه يجب الحذر من أنه توجد مخاطر في ارتكاب بعض الخطوات الخاطئة منطقياً عند 
مناقشتنا انطلاقاً من فرضية يُفترض خطؤها في البداية. وبذلك. فإن الصورة الباشرة وصورة 
البرهان بالنقيض مما الفضلتان . 

وعل الرغم من أن التضمین (0ذای‌نامن) «إذا كان 11 فان ©» يبدو ختصرا تون 
فان کلا من 11 © قد يكون معقداً ومركباً للغاية . نوضح ذلك بتضمين ذي فرضية من 
جزأین ونتيجة من جزء واحد: «إذا كان ,11 ر١‏ فان 6». ونقیض هذه المقولة 
(contrapositive)‏ هي «إذا ليس > فإنه ليس H cH,‏ (كلاھا)». وبالتالي فإن الرهان 
الیش كن اقبت بفرض ان © خاطئة و ,11 صحيحة ثم استنتاج أن ر ,3 خاطئة. كما 
يمكن أيضاً كبدبا ل أن نفرض أن © خاطئة و ر١‏ صحيحة ونبین أن ,11 يجب أن تكون 
خاطئة . وهذه المناقشة تطرق - بصعوبة - الباب على سطح النطق الصوري. إلا أنه يترجب 
على الطالب التعرّف على هذه الصور كا تظهر في الایضاحات والتطورات الواردة في النظرية 
الرياضية . 

وننبي هذه المناقشة التمهيدية ببعض الملاحظات حول العبارات اللغوية واستخدامانبا في 
الكتابة الرياضية. الصورة الصادقة للتضمين «إذا كان 11. فان ©) يكن أن تصبح مملة إذا 
استخدمت بدون تخيير» ولذا تستخدم طرق أخرى للتعبير عن نفس الثىء. على سيل 
الثال 0 اد المعروفة للأعداد الحقيقية؛ وتعاد صياغتها کا يلي : ١‏ 1 


(ج ) لكل عدد « من الاعداد الحقيقية یکون 0 < ×. 
(د) لأي عدد حقيقى × یکون 0 < ”× 


(#) مصطلح لاتيني يعني التوصل إلى أمر مناف للعقا. وباطل منطتیا. (ملاحظة ازجع 
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ونعنى هذه المقولات الشىء نفسه ولكن التعبيرات المختلفة للفرضيات تسمح لنا بالتأكيد 
بن الفروق الذوهرية في التص التضمن. 

لكن لا تقلق نفسك الآن بمثل هذا الموضوع المتعلق بالأسلوب والعرض . يكفي الآن أن 
منم أن هذه المقولات متکافتة . وبالثل فالعبارة «هناك يوجد» تعنى بالضبط الشيء نفسه 
> ر «یوجد» ولکن الأولى تستخدم کثیرا مهدف التأکید . 


21 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


اس لفط الول 


ترتيب الأعداد الحقيقية 


Ordering of the real numbers 


(The Order Axiom) مسلمة الترتیب‎ ۱ 


مز إلى فئة الأعداد الحقيقية بالحرف 8. نفترض تحقق الخواص الحسابية والجبرية لمجال 
بعداد الحقيقية ونبدأ - بشكل اختياري بحت - بتعريف الأعداد الموجبة ۲ بوصفها فئة 
.له (80طا5) خاصة من 8ا . 


مسلمة الترتیب : إِنَّ الفعة الحزئية 8 من ۸ الّساة بالأعداد الموجبة تحقق الخواص التالية : 
- إذا كان × ولا في م فان ۷ + عدولا في ظ. 


۰ لكل × في ۸| تكون واحدة من القولات التالية صحيحة ماما 


۲ 0 (D 
في م‎ × )( 
.۳ (نذن) «- في‎ 


في حالة کون «- في ۳ تسمی × عدداً سالباً. لاحظ أننا لا نستخدم رمزا لفتة الأعداد 
-.الية . والاختبار الطبيعي هو الرمز لاء ولکن هذا الرمز يستخدم عادة في الاشارة الرمزية 
رن الاعداد الطبيعية (.... ,2.3 :41 ونحن نستخدم ١‏ أيضاً في الرمز إلى الاعداد 
و 
يُفترض ۳ قواعد الحساب للأعداد الموجبة والسالبت» على سبيل المثال» يكون حاصل 
رت عددين حقیقیین عدداً سالباً فقط إذا كان أحد العددين يا والآخر سالا 
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تعريف 1.1: 

تعرف علاقة التباينة «أصغر من» كا بلي : 7 (« أصغر من ) تعنی أن ۶ Rd‏ 
و( - لا) في ۲. 

ومن الشائع والمناسب استخدام صور مختلفة للعلاقة السابقة. فالمقولة × <ر 
(۷ أكبر من ») تعني أن لر > *. والمقولة لا > × (« أصغر من أو تساوي () تعني × و أي 
نفي × > لإ وبالئل فان × < ی رن خر فان المتباينة 
7 > لإ > * (« أصغر من ل الذي یکون أصغر من 2) تعغ تعني أن و > ۰۸ 2 > اي 

والآن نورد بعض البراهين البسيطة باستخدام مسلمة الترتيب وعلاقة لتبايئة. 
مفترض 1.1 (موذ]زوومممم): 

إذا كان ر > » وكان 2 في | فان 2 + ۷ > 2+ بر 
الرهان : 

الافتراض لا > « يعني أن × - في م و - برهو نفسه. مثل ( 2 )۲2+ ) في 
9 وهذا يعني أن: 7۸ ۷> 2 + زر 

مفترض 1.2 : 

دا كان ر > «۰ وكان 2 في ۴ فإن 2 ۷ > 2 »×, 
الرهان: 

نفرض ۷ > ؛ ومن ثم × - رقي 7. وكذلك نفرض أن 2 في 8 ولذا فان انغلاق م 
تحت عملية الج ب - وهي الخاصية (أ) من مسلمة الترتيب - تؤكد لنا أن 2 (× - ب) في ۳ 
ووفقاً لخاصية التوزيع فان ذلك يعني أن عد - 2و ني ص ومن ثم تكون 2لا > 2<. 
مفترض 1.3: 


إذا كان ۲ > « ركان 2- في فان 2 < 2 
الرهان : 


آنظر التمرین ۰-1 (تمرين 1 في اة بند 1.1). 


24 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


1.4 سر‎ ke 
.2 > 2 دان م > ر > × فان‎ 
وان‎ 
هد التمرین شاه‎ 
:1.5 مه ص‎ 
2 2 
× > ۷ دا كان بو > ×> 0 فان‎ 
: نم هان‎ 
حبت إن ۷ > × يمكننا الاستعانة بالافتراض 1.2 لضرب الطرفین مرة في × ومرة في لا‎ 
سل متها موجب من الفرض. وبالافتراض 1.4). وتؤدي عملیتا الضرب إلى "۱ > اوه‎ ٠١ 
على الترتيب. وبذلك ووفقاً للافتراض 1.4 نستنتج أن ر > *٭. وني‎ * > ٠ 
“متراضين 1.7 و1.6 نعمّم الخاصية (أ) من مسلمة الترتيب لنبين أن ۴ تحتوي مجمرع‎ 
-اصل ضرب أي فئة منتهية" من عناصرها. وهذا النوع من التعمییات شائع في‎ ٠ 
.)4 اضیات. ونستيعن في البرهان بمبدأ الاستقراء الرياضي (انظر الملحق‎ . 
:1.6 ممترض‎ 
.۳ في‎ 9 EKE E ۹ فإن‎ {xy اذا کان 2ك ليان و هی‎ 
الرهان:‎ 


نلاحظ آولا أنه إذا كان 1 -ه فان المنطوق صحيح ؛ لأنه جزء من الخاصية (أ) من 
مسلمة الترتيب. وبعد ذلك نفترض أن النطوق صحيح عندما - م لأي عدد ۲ 
اختياري في . وبذلك إذا کان ی ...۰۰ید أي ۲+1 عناصر من ۳ 


فال 


, ۱ 
81( إذا نت الفثة منتهية (110110) فانها محدودة (لتلصناهط) وإذ كانت لامنتهية فقد تکون محدودة مثل 2 1 
} 00 وهی فئة جزئية من الفترة المغلقة |1 ,0), أو لامحدودة مثل فلة الأعداد الزوجية الوجبة أو الفردية 
الموجبة  .‏ 1 (ملاحظة المترجم) . 
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xJ EP 1)‏ +.... جرج 
نأخذ بعین الاعتبار فة اختيارية من 2 فتصراق ۲ ولتكن 
مع بيات 0.0 {x Ky‏ 3 ونکتب مجموعها على الصورة: 


X FX F -.. FX = م(‎ + + × ۴ 


۷+1 


والطرف الأيمن هو مجموع عنصرین من : × + ... لیا في ۲ من (1)» 
و رید هو عنصر من عناصر الفئة ذات 2 + » الأعداد الموجبة. وبذلك فمن الخخاصية 
(8) يكون مجموع هذين العددين الموجيين في ۳. ومن هنا ووفقاً لمبدأ الاستقراء الرياضي 
يكون النطوق ين لأية فثه منتهية (130116) من الأعداد ال موجبة . 


مفترض 1.7: 


اذا كانت لت لد ٠٠‏ ر وا فان حاصل قرب كل العناصر 
xX‏ ا 0 


البرهان: 

هذا الرهان مائل لبرهان مفترض ۰1.6 ويترا ك كتمرين (انظر رین 3 
مفترض 1.8: 

إذا كان ۲ > > 0 ره عدداً صحيحاً موجباً فإن <y‏ 
الرهان: 

انظر تمرین 1.1.4. 
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ات الفترض 1.8 


,هن أنه إذا كان 0 + > 2 + ۲ 


> ا>ه فان 
الت أنه إذا كان ,× في ۲ کوک کی فان لا > . 

الت مبدأ حسن الترتيب (الترتيب الحيد) )Well ordering principle)‏ : إذا كانت 5 
مین جزئية غير خالية من N‏ فان 5 تحتوي على عنصر أصغر (ارشاد: افرض أن 5 ليس 
شا عنصر أصغر وأن 8-5 = 1» وبعد ذلك استعن بمبدأ الاستقراء الرياضي 
لبين أن ×= 1 وبذلك فإذا لم يكن للفئة 5 عنصر أصغر فإنها خالية). 


2 أصغر الحدود العليا 


»الان ندرس مفهوم الففات الجزئية المحدودة للفئة ۸| . تسمى فئة الأعداد و محدودة 
۱ ذا كانت حصواه في الفترة المغلقة [ط ,2]. أي يجب أن يحقق أي عنصر 
٠‏ 8 المتباينة 8 > 5 > 2 . وني هله الحالة يسمى العدد ۾ بالحد الأسفل 0۷67 
لوط للفئة ۰8 ويسمى العدد ط بالحد الأعلى (0هناهط عم‌هن) للفئة 5. 

على سبيل الشال» فان الفشة ‏ إ7 2 01-1 محنواة في الفترة [17-] 
+ سالتالي فهي محدودة. وفئة الكسور «الفعلية» أي ×6 و ,م؛ و > م > 0؛ 00 
عنواة في الفترة [0,1]. وبالتالي فهی مدودة. وبالفعل فالفترة [0,1] هي نفسها فته 
عدودة كأية فترة مغلقة. ومن ناحية ازى فان الفئة ۸ ليست مدودة؛ لأنه مها كانت الفترة 

1۸.۷۱ التي نختارها فإما لا تحتري ۸-1 و 9+1 وبالتالي فهي لا يمكن أن 


عتوي على کل عناصر 5 . 

وإذا كان لفئة الأعداد 5 حد أعلى (وربما ليس لما حد أسفل) فان 5 تسمی محدودة من 
أعلى . وبالثل تكون 5 محدودة من أسفل إذا كان لها حد أسفل (وربما ليس فا حد أعلى). 
وكمثال بسيط على ذلك فإن فئة الأعداد الموجبة 8 محدودة من أسفل بالصفر ولكنها غير 


تحدودة من أعلى 5 
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وإذا كانت الفئة 5 محتواة فى الفترة [9 با فإن 6,22 لا يشكلان الحدّين الوحيدين 
الأسفل والأعلى على الترتیب للفئة 5. 


فإذا كان © أي عدد اختياري أصغر من 2 فإنه لأي عنصر 5 من 5 یکون و > , 
وبالتالي وفقا للمفترض 1.4 یکون 65 وبالتالي فان » حد أسفل للفئة 5. وبالمثل فالحد 
الأعلى للفثة 5 ليس وحيداً. ويكون الوضم أحياناً مختلفاً تقاماً إذا حاولنا اجاد حد أعلى یکون 
و أو حد أسفل يكون أكبر من . وفي اله لفقرة السابقة لاحظنا أن الففة 
)37 ج2 1-1 محتواة في الفترة [17 -] غير أنه من الواضح أنه لا يمكن وجود 

حد أعلى أصغر من 7 ولا يوجد حد أسفل أصغر من 1-. ويوحي ذلك الينا بمفهوم أصفر 
حد أعل . 
تعر یف 1.2: 

يسمى العدد 8 بأصغر حد أعلى upper bound)‏ 6كدع.1) تلفئة 5 إذا كان : 


() 8 حداً أعلى للفئة ى 
لا اذا كان ط أي حد أعلى للفئة 5 فان طا > 8. 

يختصر أصغر حد أعلى للفئة 5 بالرمز 5 1. 

ويعرف کر حد أدن )greatest lower bound)‏ للفئة 5 بالمثل ويرمز له بالرمز 5 طاع. 

ومن المهم أن ندرك آننا لا ننتظر أن يكون 5 1 عنصراً في 5. على سبيل المثال الفترة 
( ,2) تتكون من كل الأعداد التي تحقق المتباينة ا > 5 > 8. ومن السهل أن نبين أنه لا 
يوجد عدد أصغر من « يمكن أن يكون حدا أعلى للفترة (ط ,8) وبذلك فان 5 109 - 26 
وبالثل 9 «اع = ۸ . على الرغم من أن أياً من ه أو ا ليس منتمياً إلى الفئة (ط  )3,‏ 
وتؤدي بنا هذه الملاحظات إلى المسلمة الأخيرة ‏ وربما الأهم - للأعداد الحقيقية. 
مسلمة أصغر حد أعلى (8 ل ا) 

إذا كانت 5 فلة غير خالية من الأعداد ومحدودة من أعلى. فسيكون ل 5 أصغر حد أعلى . 

وبالأخذ في الاعتبار مسلمة أصغر حد أعلى. يمكننا أن نتوقع مقولة نظيرة تضمن وجود 
أكير حد آدن (أو آسفل). 
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٠س‏ من الضروري أن نصيغ ذلك كمسلمة أخرى؛ إذ يمكننا استنباطها من اخواص 
5 و.تسنأها بالفعل فيها سبق" . 


.س ۱.۱ خاصية أكبر حد أسفل (618): 
ثانت ٩‏ فئة غير خالية من الأعدادء محدودة من أسفل فسيكون ل 5 أكبر حد أسفل . 
ليب فان 


درس أن *5 ترمز إلى الفعة (5 ©5: 5-). وفي البداية نؤكد أنه إذا كان 2 أي حد 
۰ انثة 5 فان «- يكون حداً أعلى للففة *5؛ لأن 5 > ۸ يتضمن أن يكون 
٠‏ وفقاً للمفترض 1.3. وبذلك فان *5 محدودة من أعلى» وبالتالي وفقاً لمسلمة 

م .. حد أعلى يوجد *5 ان1 وليكن هو ه- . ويعنى هذا أنه لأي و- من *5 وأي حد أعلى 
اس ٩‏ یکون 8- > 0- > و . ووفقاً للمفترض 1.3 نستنتج أن و که > ۵ 13 
. ها فإن » هو حد أسفل للفئة 5 يكون أكبر من أي حد أسفل لمذه الفثة 5 أي أن 


۹4 lbs 


؛.حسن أهمية مسلمة أصغر حد أعلى في تلك الخاصية التي تجعل مفاهيم النهايات مکنت 
١ه‏ المعاهيم التي يؤسس عليها حساب التفاضل والتكامل والتي تتضمن عدم وجود «ثقب» 
و عط الأعداد الحقيقية . 

مدا كانت هناك نقطة ما على هذا الخط لا يناظرها أي عدد حقيقي. فإن فئة كل الأعداد 
. مه للنقط الواقعة على يسار الثقب لن يكون ها أصغر حد آعلی» على الرغم من أن هذه 
۲« يمكن أن تكون محدودة بأي عدد نقطته المناظرة واقعة على يمين الثقب. واهتامنا 
٠٠‏ تعلیل أكثر منه هندسى» لذا فإننا نستعرض قوة مسلمة أصغر حد أعلى باثبات نظريتين 

5 وعميقتين في آن وال وتتعلق الأولى بفئة الأعداد الطبيعية لا من الواضح أنه لا 
..٠‏ لعنصر من N‏ أن يكون حدا أعلى ها؛ لأنه إذا كان ه في ١‏ فان 2+1 أيضا في /2. 
٠‏ أنه ليس من الواضح - مع ذلك عدم وجود عدد غير صحيح يمكن أن يكون حداً أعلى 
N as:‏ ولاثبات ذلك نستعين بمسلمة أصغر حد أعلى. 


. ها إنما يعكس الاتجاه المركزي للرياضيات. فليس ادف تراكم مجموعة من المقولات أو السلیات المفترض 
سحتها. وإنما الهدف توضیح أن صحة بعض هذه المقولات تنتج من صحة بعضها الآخر. وبالتالي فالنظرية 
لافضل هي تلك التي تحتوي على مسلیات أقل وتثب فيها نظريات (ميرهنات) أكثر. 

29 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


نظرية 1.1: 
فتة الأعداد الطبيعية ا( ليست محدودة من أعلى. 


الیرهان : 

تفرض أن للفئة × حد أعلى . عندئذ ووفقاً لسلمة آصغر حد أعلى يجب أن یکون للفئة 
N‏ آصغر حد أعلى ولیکن 8. وبذلك فلکل « من < یکون 8 > ۰7 ولکن حيث إن 
n+1‏ أيضا ينتمي إلى لا ينتج أن ۵ > 1+« بالاستعانة بالشترض 1.1 لكتابة التباينة 
الأخيرة. نحصل على 1- 8 >8 لكل « من 20. ومن ثم فان 1- 8 هوحد أعل 
آخر للفئة ۸ وهو أصغر من أصغر حد أعلى 8. ومن هذا التناقض نستنتج أن افتراضنا 
الأصلي كان غير صحيح . وبالتالي لا يكن أن يكون للفئة ا حد أعلى. 


3 كثافة الأعداد القياسية 


تتعلق النظرية الأخيرة في هذا الباب بخاصية الأعداد القياسية (المنطقة) (7۸۷0021) التي 
تسمى بالكثافة. وسنرمز من الآن فصاعداً للأعداد القياسية بالرمز ۵ أي أن 

: ۱ n ۱ 

2 ف اليم 5 فة | ۱ 0 و 2 1 

qj Pm integres m #0}‏ { © . وفئة الأعداد 5 تسمى فثه كثيفة (06096) في 
۸ ذا وجد لأي عددین حقيقيين ۰۰۱ عنصر من 5 يحقق المتبايلة ۲۷ . وإذا 
تصورنا ذلك على الحور العددي فان كثافة 5 تعني عدم وجود أية فترة لا تحتوي على عنصر 
من 5. 


نظرية 1.2: 


فئة الاعداد القياسية کثيفة في ۸ . 


الرهان : 
نفرض أن ۹۹ أي عددین حقیقیین. ولیکن ۷ > . عندئذ فان - ۷ > 1 
ووفقاً للنظرية 1.1 لا يكون چ حداً أعلى للفئة ×. نختار عدداً صحيحاً مرجباً " 
تصن 


i & 5 1 8 9‏ ۶ 5 
بحيث يكرن 2 ومن ثم EE‏ والآن نفرض أن « هو ذلك 


- 2 
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'الصحيح الموجب بحيث يكون «mx <n‏ ومن ثم: 


و > 9۲ ع 1 - ۲ 


د| 3 
د| 3 


1 1 
.ناخد في الاعتبار أن - نكتب (1) في الصورة: 


1 
= يز ع )تدع > = + > 
و- و - 0 + > ني 


مر )و (2) تحصل على > 2 x<‏ 


نارين 1.3 


5 


مس لكل فئة من الفئات التالية أصغر حد أعلى لها أو بين آنها غير حدودة من أعلى : 


(لاعم لك -1{ A=‏ 


للق , ج)ن(2 .ان( 2 بأدسمعء 
ا 
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1 

a REN 6‏ = 
F {n n 1 (‏ 
7- بفرض أن 8 .۸ فئتان جزئيتان غير خاليتين للفئة ۸ بحيث إنه إذا كان © هه 

8ع طلا فان <b‏ 4. 

أثبت أن 8 طاع > .lub A‏ 
8- بفرض أن ۷2 عدد غير قیاسی (۱7701:0001) أثبت أن فئة الأعداد غير القياسية 

كثيفة في ۸ . 

تتعلق التهارین 9-13 بمفهوم القيمة المطلقة» التي تعرّف بالاستعانة برموز هذا الباب كا 


يلي : 


- ¢“ ۵65-۴ 


9- أثبت أنه لكل ۾ من ۸ یکون 0<|ه|. 

0 - آثبت أنه لكل 6648 من یکون 8/۱ = |6 ۵ 

1 - أثبت أنه لكل 48 ط من ۸ یکون || + || > طا + ۵ 
2 - آثبت أنه لكل 9۶۵ من ۸ یکون 9 - ۵ > | 0۱| - اه | 
3 - استعن بالاستقراء الرياضي لاثبات أنه لأي 


و8 .6و8 a,‏ من ۸ یکون 


4 - أثبت نظرية قطع دیدکند (Dedekind Cut theorem)‏ : 
بفرض أن 8B‏ ,۸ فئتان غير خاليتين بحيث يكون: 
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8 - لاه وإذا كان ضعه ‏ 8ع( فإن 9 > ۵. 
عندئذ توجد «نقطة قطع» © بحيث إنه إذا كان 


>( فان ۲۸۵ “< 8ع ۷. 
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2-2-2020 الفصل الشاني 
2 


مبايات المتتاليات 


Sequence Limits 


1 التناليات التقاربية 


محر ن تعريف الدالة على أنها جمع (أو فئة) من الأزواج الرتبة 7 ,×) بحيث لا يشترك 
أي . وجين مرتبین في العنصر الأول. وتسمی الفئة التي تتکون من العناصر التي تحتل الکان 
“ال في الأزواج بنطاق الدالة» وتسمى الفئة التي تحتل الکان الثاني في الأزواج الرتبة بمدى 
في هذا الفصل سندرس الدوال التي تمتاز بنطاق معين. 
المتتالية هی : دالة نطاقها فئة جزئية غير منتهية من الفئة (... ,2,3 ,1) = لا والمتتالية 
عددية هي : متتالية یکون مداها فئة جزئية من ۰15 وسنشیر لکلتا الحالتين پاسم : متتاليات 
وستابعات) . 
من الملائم في بعض الأحيان أن نفكر في المتتالية على أساس أن نطاقها الفئة 
138 ,0 3 هذه النظرة لا تسبب اختلافاً جوهرياً في النظرية. ويكون واضحا من 
سياق ن الكلام بان النطاق هو ١N‏ أو N‏ نا (0). 
إذا كانت 5 متتالية و« في ۵ فمن العتاد أن نكتب ,و للدلالة على صورة ٩‏ تحت تأثير, 
الدالة 5 بدلا من التعبير الدالي (500 » في هذه الحالة» يسمى ره بالحد الشوني (صمءة طاه) 
للمتتالية 5. 
نقول بأن المتتالية 5 محدودة (0000460) بشرط أن يكون مدى 5 فثة حدودة. هذا يماثل 
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قولنا أن هناك عدداً 8 بحيث يكون 8 > |,؟| لكل ه في ۸ . التتالية الثابتة هى التتالية 
التي يتكون مداها من عدد واحد فقط, أي أن © = ,5 لكل « في . المتتالية تكون ابتة 
الذيل إذا كان هناك عدد 0 وعدد صحیح 1 حيث كلل دم يؤدي إلى C‏ ديق 


تعريف 2.1: 
يقال: بأن التتالية 5 تتقارب (5ء00897618) إلى العدد با بشرط أنه إذا كان لأي عدد 
حقيقي 0< ع يوجد عدد 1( حيث 
لاحم يژدي إلى ع>إنادين|. 
في هذه الحالة تسمى ؟ متتالية تقاربية ونكتب دآ ,5 يهنا 


وفي بعض الأحيان يكون من اللائم أن توصف المتتالية بكتابة بعض حدودها الأولى كي 
نستطيع استاج بقية الحدود رغم أن هذا التطبيق قد يؤدي إل نوع من الفوضی. ولكنه 
يستعمل كثيراً. وبذلك يكون من المستحسن على القارىء التدرب على صياغة التتالية ,و 
كلما واجهها موصوفة على الشكل التالي: 


1 للا و45 رو > 1 
مثال 2.1: 


إذا كانت (..,1,1,2,2,2) دق فإن: 


هذه المتتالية من نوع المتتالية ثابتة الذیل ونبایتها هى: 
lim, sq > 2‏ 
مشال 2.2: 


إذا كانت 3 مآ بآ ۲۳ 206 s= {a,‏ فان : 
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8 if n<N 

L if n>N 
.] المنالية تعتبر حالة عامة للمتتالية ثابتة الذيل وتتقارب نحو‎ ..« 
:2.3 مسال‎ 


الية التوافقية (harmonic)‏ 


dey 


هب إلى العدد 0 وهو ما سثيرهنه هنا بالتفصيل . لنفرض أن 0 < ع . باستعمال النظرية 

خرن عل کو أعلى للفئة 8۷. هذا السبب يوجد عدد صحيح 000 

هن ثانت ۸ < 2 فإنه باستعمال المفترض 1.4 نستنتج أن بت ع 0 بایان 
1 ِ 

ببس 1.2 یکون لدینا و > أي آن: 


۰>|-( + ) وهذا يعني أن 0= تن 


مثال 2.4 
إذا كانت (.۰00 06 3 1406) =ء فان 
1 
if n=2k-1‏ _ 
= _§ 
n‏ 
n=Z2k‏ اكز 0 


أخحذ »في . حيث يكون 0 = «lim, ٩,‏ والذي يكن توضيحه باختيار 
١× <‏ ومتابعة المثال 2.3. 


1 
مشال 2.5: 
الحالية انسية ‏ رن[ حيث 0۳۰-۱ نسر هنا لاع تي للنقرة 
۰ ۰) للملاءمة) ول ۲ هذا سنبرهن أن 0= رتنا . نلاحظ أولاً أن 1< س 
1 
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(باستعمال المفترض 1.4 والفترض 2) وهكذا نستطيع أن نکتب ~=1+h‏ > لأي 


عدد مو جب :h‏ 


) 2) = +m" =1 + لم‎ 


nh‏ < "ب ...2م D‏ حم ا 


n 1 4‏ 1 
ادن حت > ”م وإذا اعطيت 0 < ع فنختار 


5 < × ثم نتابع كما في امال 
23 


1 
(he)‏ 
الأمثلة من 2.6 إلى 2.8 أمثلة لمتتاليات تباعدية (۷6۲۵600:). 


مشال 2.6: 


يلما = [.... »142643 { 


مثال 2.7: 


إذا كانت (...»140642640643406)-<5 فإن: 
k if n= 26 -1‏ 

= و5 
if n = 2k‏ 0 


إذا كانت (....5-4)1404140414ه فان 


مشال 2.8: 


1+ )-(۳ 


n 


2 


لكي نوضح أن آياً من هذه المتتاليات لا تحقق تعريف التقارب» نبرهن أنه لكي تكون أي 

قيمة سا نهاية فإن كل حدود التتالية ما عدا عدد نهائى من هذه الحدود لا بد أن تكون بين 
1 1 ۳ 1 

۽ >-1 7 L+‏ (طبقا للتعریف. وذلك باستعال تچ > ع). ولکن 

ذلك لا يحصل لتتالية أعداد صحيحة إلا إذا كانت متتالية ثابتة الذیل. أما المتتاليات في 

الأمثلة 22.6 7 2.8 فهي ليست ثابتة الذيل. 


من غير الملائم أن نعتمد على التعريف لتحديد التقارب في كل مثال. في صالحنا إذن أن 
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نبرهن على صحة النظريات الأساسية حول التقارب والتباعد للمتتاليات وكيفية ايجاد نهاية 
التتالية حتى يتم استخدامها في حل الأمثلة . لتوضيح ذلك فإن النظرية التالية تستخدم 
مباشرة لاستنتاج أن المتتاليات الواردة في الأمثلة ۰2.6 2.7 متباعدة. 
نظرية 2.1: 

إذا كانت 5 متتالية تقاربية» فان 5 محدودة. 
الیرهان : 

للفترض أن .1 = ,صا » ثم نختار × حيث إن N‏ < م یتضمن 1> |1 - رها 
وهذا یکایء 1+ 1> بو > 1-1 . ومن ذلك نجد أن 1+ || > ارجا عندما 
تکون ۱<ه مما يعني أن الرقم 1+إا| حد اعل للشة 
(... 2 + ا » |1 + با ) . تفرض أن 8 هو الرقم العطی كالآتي: 


B = max {sl » لوا » ۰.۰ رو‎ “IL + 1} 


من ذلك نرى أن 8 كبيرة على الأقل مثل كل حد من الحدود × الأولى ل (5)» وني الوقت 
نفسه تشكل الحد الاعلی للفشة ‏ [....4 ري ,بیع . هذا السبب فان 8 > ةا 


لكل ۸. 

بالرغم من أهمية النظرية التالية في نظرية التقارب والتباعد» فإن معظم الناس ما عدا 
علماء الرياضيات يتخذها کمسلمت هذه النظرية تضمن لنا أنه ليس للمتتالية التقاربية أكثر 
من نهاية واحدة . 
نظرية 2.2: 

إذا كانت 5 متتالية تقاربية» تكون نبايتها وحيدة. 
البرهان : 

لفرض أن 1= ,”نا وأن 9 لا تساوي 1. لا بد أن نبرهن على أن و لا 
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با ما أن باع وی يوجد N‏ حيث لا<ه يؤدي إلى أن 
ع + ا > و > ع با . وإذا كانت في الفترة المفتوحة (ع +41 -) فاما لا 
تکون في الفترة المفتوحة ( + »۸4-۰ لآ لا تقاطع بين هاتين الفترتین. إذاً 
ع > إلا - ,| كلما كانت × < ۰ . لهذا السبب فان ء لا تتقارب إلى 3۸. 


في بعض الأحيان نريد أن نتحقق من تقارب متتالية معقدة التركيب وذلك بمقارنتها تباينياً 
مع متتالية أخرى معروفة. في هذه ال حالة نستنتج تقارب المتتالية المعقدة من المتتالية المعروفة . 


ل ]۳ 


على سبيل الثال إذا كانت [ e)‏ 


(n + 1)‏ ی ê‏ ا ی ور ل 
a73)‏ على الأكثر 1. إذن "52 ره ويا أننانعلمأن 0= 2 ,ا 
فمن المفروض أن نستتيم أن 0= رد رصنا أيضا. هذه الحالة ۔ وهی حشر (عمادععنانة) 


الحد ر بين حد متتالية متقاربة ونايتها - تشكل جوهر النتيجة التالية. 


؟ فإننا نعرف أن 


مفترض 2.1: 

إذا كانت 1,5 متتاليتين بحيث ا1ا = پا ,"نا ولكل هيكون با > ,۶> ا فان 
.lim, sS, = L‏ 
الرهان : 


تؤدي المتباينات إا > ,ء>ا1 إلى أن ls, - L| > |, = L4‏ . نتحقق من ذلك 
ونكمل البرهان في التمرين 2.1.12. 

تفيدنا النتيجة التالية. في تقريب نهاية التتالية التقاربية عندما لا يكون لدينا معلومات كافية 
لإيجاد النباية بالضبط . 


مفترض 2.2: 
إذا كان ا = مه ,”ذا ولكل « تكون ,؛ في الفترة [ط٤ه]‏ فان 1 تکون في الفترة 
[ط 4 2] آیضا. 
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د أولا أن > 1. لنفرض أن ذلك غير صحيح أي أن 6 <1 ولنفرض أن 
۳ ,اه إذن المتباينة ع > الا - ,| تؤدى إلى: 


L ¬ (L—b) =b.‏ = و اد رو 


بقية البرهان مطلوبة في التمرين 2.1-13. 


.]8 »0[ فض أن ك في الفترة‎ ٠٠ 


نت۰ 2:1 
سا 


8 


حل متتالية في التهارين من 1 إلى 11 عين ما إذا كانت المتتالية تقاربية أو غير تقاربية 


٠.ه.‏ استنتاجك. 


۰ تعني أكبر عدد صحيح لا يتعدى «. 


۰ تعني كا في التمرين 4. 


۱1 


(فردي) 0۵0 


even (زوجي)‎ 
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(12) 
(13) 
(14) 


(14) 


(16) 


2.2 


| (فردي) 004 يز ص‎ 
8= 
1 if n (زوجی) ۰۲۵۲ وز‎ 
۳3 if is odd 
1 11 15 0 (فردي)‎ 
5 
_ 1 5 5 
3 if n IS even (زوجي)‎ 


1 1 1 1 1 1 
3 Eas ا‎ / 


نید 1 1 3 
۰۰ ۱0 ۰ ۰۱000 0414047{ - ره 


ی 
ت 
انم 
دبا 


برهن الفترض el‏ 

آکمل برهان الفترض 2.2. 

اعط مثالا يُوضح أن تقوية الفرض في الفترض 22 بان ,كفي (3,6) لا تضمن 
أن با یکون في (9 ,۸). 

برهن أن لكل عدد حقیقی ا1 توجد متتالية و من الأعداد القياسية» حيث 
(۸) ا = ٩,‏ رهنا. (ارشاد: انظر النظرية 1.2). 

برهن أن لكل عدد حقیقی بآ توجد متتالية 5 من الأعداد غير القياسية بحيث 
ا = ,۶ ,”فا. (ارشاد: انظر التمرین (1.3.8). 


Algebraic Combination of sequences  تايلاتتملل التركيبات الجيرية‎ 


موضوعنا القادم هو التحقق من الانغلاق الجيري لمجموعة المتتاليات التقاربية. على 
سبيل المثال. إذا كانت 145 متتاليتين؛ نستطيع أن نكون جمعها وهو ۲ + 5 » والذي 
يكون متتالية حدّها النوني (22ع؟ ط)-م) هو إا + یه . وبالمثل الفرق ) - 5 الضرب اى 
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٠‏ مه تُعرّف بتركيبات الحدود النونية المناظرة لكل من 5 و1. من المغيد أن نعلم أنه 
نت * تقاربية وكذلك ‏ تقاربية فان التركيبات الجبرية لها أيضاً تكوّن متتاليات تقاربية . 


4 عر لب النظریتن الالیتین. 
٠‏ حل قبل صياغة هذه النتائج نيرهن ثلاث نظریات مساعدة لتسهل عملية برهان 


مب بات القادمة . 
سى التتالية التى تتقارب إلى الصفر بالتتالية التافهة (510131]). وتستخدم 
,ی عة الجزئية من مجموعة المتتاليات التقاربية لوصف وتمييز التقارب إلى نباية اختيارية اء 


٠ه.ه‏ هى فحوى النظرية المساعدة الأول . 


عفر به مساعدة (aصصما)‏ 2.1 : 


دا كانت و متتالية وبا عدداً فان ا = ره ,نا عندما وفقط عندما يكون 
.lim, (Ss, >L) ١‏ 

إن اشابنية > |ا- ,ه| مائلة للمتباينة ء > |0 - (1 - ,| . إذاً من تعريف 
هرب مباشرة يتم التأكد من البرهان. 
بطر بة مساعدة 2.2: 

بدا كانت ك متتالية محدودة وا متتالية تافهة. فان )5 تكون متتالية تافهة . 


لہ هان: 
تشرض أن 0< ٠»‏ وأن 8 > |رة| لكل ١‏ في ۸. نختار ه بحيث N‏ < 8 تؤدي الى 


1 > || . من ذلك 8 <1 تتضمن: 


5 1 


n n 


= ll 


هذا السبب فإن ‏ 0 2 ما پک مطلا. 
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النظرية المساعدة 2.3: 


إذا كانت ؛ متتالية تقاربية ونهايتها ليست صفراً وأيضاً لكل « في ۷ » 0ع ا فإن لك 
تكون متتالية محدودة. 


البرهان : 


لنفرض أن 0 = ,ا ,تنا ونختار لا بحيث یکون N‏ < ۰ تتضمن أن ,ا بين 


وكيك .اف «دم نوی یی كك ایا اه چ > 
نختار: 

2 1 2 5 0 : 
B = max {| > |“ )‏ > فيكون واضحاأن لكل ١‏ يكون 
۳۳ 


بعد تسلحنا بهذه النظریات الساعدة نکون قد تجهزنا لبرهنة أن محموعة التتالیات التقاربية 
منلقة مت ابمع والطرح والضرب والقسمة. (في حالة القسمة لا بد من زيادة الافتراض 
حول ۲ حتى نتفادى الصفر في امقام 
نطرية 2.3: 


لنفرض أن کلا من 45 متتالية تقاربية وأن © عدد؛ فان كلا من + و و اس و 
وت متتالية تقاربية. ایضاء ادا کانت 1= ,و,تسنا و ۷ = ,)ا ,ال فان 


lim, (s, + i) 2 L + M 
وكذلك‎ 


lim cs = cL 
n n 


البرهان : 


لنفرض أن 0<ه . نختارو ا بحيث آن ۸< م 
3 و با ی وكذلك ,×۸ <م يؤدي ال 0 > إلا - با| . الآن نعرّف 
N = max ) 35‏ . إذن × < ه يؤدي إلى كلتا الحالتين بل < م8 و( < م 
وهما معاً يؤديان إلى : 
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(s, + t,) - ) ,ع| > |80 ع‎ = L) = (t, - M)| 
> ls, = L| + ft, - m| 


2 + 


3 
2 


م | ده 


هذا السب فان ۷ ± 1 = (ا ,5( .lim,‏ 
لبرهنة له = ری ,رصن نلاحظ أولاً أنه إذا كان 0 -» فان النتيجة تافهة 
المتحتى)؛ لأن ری تكافء الصفر. لنفرض أن 0 ده و 0< ج. نختار ل( بحيث إن 
×<" يؤدي إلى حك > إن - رم . الان كلما كانت × < م يكون لدينا: 
7 


lel |s, = | < ۰ - 5‏ = لاه - ,معا 


3 


لهذا السبب فان اه = وق صاا. 


نظرية 2.4: 
نفرض أن کلا من 5.) متتالية تقاربية» لنقل أن نآ = رذ يهنا و 84 = راهن 
فان ا ,؟ متتالية تقاربية و 14 = ,ره ,تنا . بالاضافة إلى ذلك إذا كانت ,؛ لا تساوي 0 
١ 5‏ 
و ۷0 فان 5 متتالية متقاربة و 


n 


lim لل ده‎ 
IM, M 


sl, - LM = (st, - Ms,) + (Ms, - LM) 


= بو‎ (t, - M) + M (sS, ح‎ (۰ 
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بواسطة النظرية ۰2.1 5 محدودة» وبواسطة النظرية المساعدة 2.1 فان 
lim, (f, - M) = 0‏ 
اذن بواسطة النظرية المساعدة 2.2 يكون 
M) = 0‏ - يارد lim,‏ 
أيضاً بواسطة النظرية المساعدة 2.1 يكون 
lim, (s, - L) = 0‏ 
ومن النظرية 2.3 نجد 20 (1 - ,5) ۷ رصنا. وهكذا نکون وضحنا أن 1M‏ ~ 


هو حاصل جمع متتاليتين تافهتين. وإذن بواسطة النظرية 2.4 14 - اء هي أيضاً 
متتالية تافهة . هذا السبب وباستعال النظرية المساعدة 2.1 نجد أن 


lim 5 ۲ = LM 
لرهنة أن‎ 
L 
لت ےھ صل‎ 
508 ۷ 
يكفي أن نيرهن أن‎ 
1 1 
dim — ۳۹ 
5 ۷ 
لاننا نستطیم أن نستعمل الاستنتاج السابق لحاضل الضرب‎ 
ا للحصول على الاستنتاج التعلق بناتج القسمة. باستعیال النظرية الساعدة‎ 
فان التأكيد‎ 1 
سد = ے ,وا يكافى»:‎ 
۱ 1 11١ 
lim, ( 3 - 2-0 
والذي هو نفسه‎ 
1 سا‎ 
)1( lim, 5 =0 
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بواسطة النظرية المساعدة 2.3, ل محدودة؛ لأا متقاربة نحو نهاية غير صفریت 
ویاستعیال النظرية الساعدة 2.1 0 - M(‏ - )) ,فا إذن باستعمال النظرية 
المساغدة 42.1 فإن )0( تكون صحيحة ویتم البرهان . 


تمارين 2.2 
E e 27 22+ 3 5‏ 5 : 
(1) برهن أن انع د تعرف متتالية تقاربية وذلك باستخدام نتائج 
هذا البند وکتابة ,و على شكل: 
3 
()+2 
1 
( )+1 
(2) برهن أن 


ا 2_2 
للح ۴ 


Gn +1)‏ 
تكون متتالية تقاربية باستعمال الطريقة نفسها التي استعملت في التمرين 1. 
(3) في الجزء المتعلق بحاصل القسمة في النظرية ۰2.4 افترضنا أن 
(آ) ٤,۶0‏ لکل 2 و (ب) 0 با يسلا 
وصح ضرورة المفترضين باعطاء مثال» ومعنى ذلك أن ( أ) لا يؤدي إلى ب. 
(4) وضّح بإعطاء مثال على أن جمع أو فرق متتاليتين متباعدتين يمكن أن يكوّن متتالية 
متقاربة . 
(5) برهن على أنه إذا كان الجمع 1+ 5 والفرق +- 5 لمتتاليتين يكون متتاليتين 
متقاربتین. فان 5 و) متقاربتان. 


(6) برهن بالاستقراء الرياضي على امكانية استعال النظرية 2.3 في جمع عدد نهائي من 
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غ41 ..... 64 1,2 عز > پا = lim, sO‏ 


3 ۹ 
يسنا‎ Z 0و‎ = D> با‎ 
i=1 


i=1 


(7) برهن بالاستقراء الرياضى على امكانية استعمال النظرية 2.3 في ضرب عدد نائي من 
المتتاليات التقاربية إذا كان: 


41 .... 1,2,6 1 ی باع ۵ هن 


lim, ) s2 ....s) = L, L,.... L, 


(8) لتفرض أن ,5 معطاة بالصيعة التالية : 


عندما 420 » 0ا والمقام لا يكون صفراً في كل حالات 8. برهن على 
آن : 


Infinite limi, ill الهایات‎ 3 


هناك حالات تكون فيها المتتالية غير محدودة ولكن سلوكها منتظم بما فيه الكفاية حتى 
یوصف بشبه النہاية انصز001نهعوم. هذا الفهوم المفيد هو موضوع هذا البند. . 


تعریف 2.2: 
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* > ره ,نا تعني أنه إذا کان 8 أي عدد فإنه يوجد عدد × بحيث إن: 
n <×‏ تؤدي إلى 8< إذا. 
بالمثل فإن الحملة «ء تؤول إلى لانهاية سالبة». ويرمز ها بالرمز 
م = = رو lim,‏ 
نعني أنه إذا كان '8 أي عدد. فانه يوجد عدد ۲ بحيث أن : 
n> N‏ يؤدي ال ظ > بو 
ومن الهم أن نؤكد أن مثل هذه التتالية غير تقاربية وإذن فإن هذه النهایات غير النهائية لا 
تكون موضع استنتاج للنظريتين 2.1-2.4. من المهم أيضاً أن نلاحظ أنه ليست كل متتالية 
غير محدودة تؤول إلى ما لا نهاية. ادرس على سبيل المثال» المتتالية 


.{...,1, 0, 2, 0, 3: 0: 1( 


نتيحة 2.3: 


لنفرض أن و متتالية حيث إن لكل 045 < ,و . فان © = ,5 رصنا إذا كان واذا 
كان فقط 
lim 6‏ 
28 
n‏ 
الرهان: ٠‏ 
١ 1 5 1 :‏ 
۰ ۰ ت 0 ست 9 5 سس = 
پفرض أن ه = ره ,نا وأن 0< . استخدم التعریف 22 مع ~ =8 
لؤيجاد عدد 21 بحيث إن: 
)1( < 2 تتضمّن = درو 
بواسطة النتيجة 1.2 فإِن هذا يكافىء : 


وبا أن (2) يؤدي إلى (1)ء فان العكس يبرهن بطريقة مشابهة. 
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تمارين 2.3 


.lim, (n - 5n + 1) = برهن أن م‎ (1) 

(2) برهن أن © =( ۷V۸‏ 7 - ماريسنا. 

„lim, )- n + sin n) = - برهن أن مه‎ (3) 

(4) برهن أن * = "نا إذا كان وإذا كان فقط ‏ © - = (ړ؟ -) يمنئا. 

(5) برهن على أنه إذا كان كل من ء٠۲‏ متتالية تؤول إلى ما لا اية فان + + 5 تؤول إلى 
ما لانهاية . 

(6) برهن على أنه إذا كان كل من ء٠٠‏ متتالية تؤول إلى ما لا نهاية فإن +8 تؤول 
إلى ما لا نهاية . 

(7) وصح بالال أنه من المکن لمتاليتين أن تؤولا إلى ما لا نهاية ولكن ليس بالضرورة أن 
يؤول الفرق بینها إلى ما لا نهاية . 

(8) وصح بالثال أنه من المکن لتتاليتين أن تؤولا إلى ما لا اية ولكن ليس بالضرورة أن 
يؤول حاصل قسمتها إلى ما لا نهاية . 


Subsequences and limit points المتتاليات الحزئية ونقط الباية‎ 4 


إن مفهوم التتالية الحزئية هو مفهوم طبيعي وبسيط في آن. وبما أن المتتالية هي دالة وكل 
دالة هي تجمع من الأزواج المرتبة» فمن الممكن وضع المتتالية على الصورة: 
(n 6s,) >... (‏ ...¢ (ية4 6۵ (,5 4 1)) 
إذا كانت فئة غير منتهية من هذا التجمع. فإن 1 تسمى متتالية جزئية من 5. لاحظ أن 
ا هي نفسها متتالية؛ لأا دالة حيث نطاقها فثة جزئية غير منتهية من . ويتكون نطاق 1 
من كل " في الأزواج المرتبة المكونة للتجمع الحزئي الذي يشكل 1. 
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يمكن اعتبار هذه الحدود ال ١‏ على أنها متتالية تزايدية من الأعداد الصحيحة الموجبة» ولذا 
تكتب عادةً بهذا الشكل ‏ ...4,6۰ ...... 4 يه »4 یه » ,ه . لهذا السبب فان الحد الأول 
دا يكتب رکه والحد الذي يكون ترتيبه ا يكتب ,ری وفي الحالة العامة: 


t= {sa “Say 6... >. = 000 


في بعض الأحيان يكون الأمر ملا عند كتابة الدليل الأسفل لدليل أسفل» وهذا السبب 
فاننا نكتب ري للدلالة على الحد الذي يكون ترتيبه ‏ للمتتالية الجزئية من 5. إذا كانت 
صيغة ,2 أو (!) « معروفة وبسيطت فإننا نكتبها بثابة الدليل السفلي. فعلی سبيل المثال: 


5 
اك 
5 ره ۳ e‏ 


والتي تسمی المتتالية الجزئية للحدود ذات التصنیف الزوجي . وذلك مثل : 


) سل 64 3 ۳ 3 و ۳ 
والتى تسمى المتتالية امحزئية لدليل الحدود الفردية . 
لا بد أن نؤكد على أن حدود التتالية الجزئية تبقى في الترتيب نفسه الموجودة فيه في المتتالية 


الأصلية. وهذا التأكيد متضمن في واقع اختيار الرموز السفلية 


Ns Das ۰‏ في ترتیب 
تصاعدي . 


3 


وهكذا إذا كانت لط ده فإن: 


ولكن 
e2}‏ 1{ ليست متتالية جزئية من المتتالية 5. 
مفترض 2.1: 
إذا كانت 5 متتالية محدودة فإن كل متتالية جزئية من 5 تكون محدودة. 
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الرهان: 
انظر التمرين 2.4.1. 


مفترض 2.2 : 


إذا كانت 5 متتالية تتقارب إلى اء فان كل متتالية جزئية من 5 تتقارب إلى 1 أيضاً. 


في| بعد نقدم مفهوم نقطة الغباية 00106 )11 وهو مفهوم مرتبط بالمتتاليات الحزئية 
ویشکل امتداداً لفكرة النهاية في المتتاليات التقاربية . 


تعر يف 2.3: 


يسمى العدد ۸ نقطة نهاية للمتتالية 5 بشرط أن يكون ل و متتالية جزئية تتقارب إلى ۸. 
بعض الكتاب يستخدمون نقطة التعنقد 0106م 105161 © أو نقطة التراكم 
Accumulation point‏ بدلا من نقطة النهاية . لهذا لا بد أن يكون القارىء حذراً بالفعل من 
الخلط بين نقطة النهاية للمتتالية وضاية المتتالية . على سبيل المثال. المتتالية : 
1 1 1 
s= 145 15 ۰ ۰.‏ 


ها نقطتي ناية هما 40 1 لأن 


= 0 


lim, هاا > رک‎ ET 
lim, ریک‎ > lim, 1 =1 

ولكن 5 لا توجد لها نهاية» لأخها تباعدية . 

هذا المثال يوحي لنا بالنتائج العامة التالية: 
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مفترض 2.6: 

اذا كانت و متتالية تقاربية فان 5 لما نقطة نهاية واحدة فقط . 
الرهان : 

انظر التمرین 2.4.4. 


يعطينا الفترض 2.6 طريقة ملائمة لاثبات أن التتالية غير تباعدية» وبالتحدید لاظهار 
وبرهان إمكانية وجود متتالیتین جزیئیتین تقاربیتین ذاتا نهایتین غير متساویتین. 


تمارين 2.4 


(1) برهن المفترض 2.4. 


(2) برهن الفترض 2.5. (إرشاد: با أن الأدلة السفلية مه للمتتالية الحزئية (,م15 مرتبة 
تصاعدياء فإننا نستنتج من ذلك أن: 


عاديم لکل (..»162< 6). 
( أغط مثالا لمتتالية غير محدودة ذات متتالية جزئية تقاربية . 
(4) برهن المفترض 2.5. 


في التمرينات من 5 إلى 8 أوجد جميع نقط النهاية للمتتالية 5. 


1 


1 1 3 
s= 0۱0 4 اك‎ > 4 1. (6) 


s= 041404041404040 414 .....( 07 
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1 +20 
۷ عم f‏ يه 


9 (8) 
)-1( 1 n#k 


(9) برهن عدم وجود نقطة نباية للمتتالية ی عندما وفقط عندما يتحقق الشرط: 


© > ,دا مصلا 


5 المتتاليات المطر ده Monotonic sequences‏ 


في مناقشتنا للمتتالية الحزئية لاحظنا أن الدليل السفلٍ ,5 «تزايدي». 

نفترض أن القارىء على اطلاع بالدوال التزايدية والتناقصية وسنطبق هذه المعلومات 
على المتتاليات . 
تعر يف 2.4: 

تكرن التالية 5 تزايدية (أو تناقصية) بشرط أن یکون ربر٩‏ > ره أو لر < رنه 
لكل «. بامثل فإن ء تكون غير تناقصية (أو غير تزايدية) بشرط أن یکون >5 ,5 أو 

.« لكل‎ (Sp 2 Sq.) 

إذا حققت 5 أي شرط من هذه الشروط الأربعة فان ك تسمى متتالية مطردة؛ لأن سلوك 
المتتاليات المطردة منتظم ولهذا يكون من السهل معرفة وتحديد تقاربها. هذه الحقيقة تظهر في 
النظرية التالية والتى تعتبر نتيجة أساسية (انظر التمرين 2.5.12). 
نظرية 2.5: (نظرية التتالية المطردة) 

تكون تقاربية المتتالية المطردة عندما وفقط عندما تكون محدودة. 
الیرهان : 

نلاحظ أولاً أن التضمين في أحد الاتجاهين قد بُرهن سابقاً في النظرية 2.1 وهو إذا 
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كانت و غير محدودة فإنها تكون تباعدية. لبرهنة التضمين العکسی. ندرس أولاً الحالة التي 
تكون فيها ة غير تناقصية ومحدودة من أعلى (لاحظ أن هذه الحالة تتضمن ااسالیات 
التزايدية) . وأيضاً ليس من الضروري أن نشترط أن تكون التتالية غير التناقصية محدودة من 
أسفل» لأن حدها الأول لا بد أن يكون حداً أسفل). وباستعمال مسلمة 1118 يوجد 
أصغر حد أعلى لنطاق 5 ولنقل 

5 م‎ = lub {s,:n EN} 


لأي عدد موجب ‏ فإن : - 8 لا يكون حداً أعلى للمتتالية 5. لهذا السبب یوجد ١‏ 
بحيث إن ع - 8 < :5 . وبما أن 5 غير تناقصية و 6 حد أعلى للمتتالية ه فان ×<" 
تتضمن : 

ع +8 > قم > Ss,‏ 5 > ع دق 
لهذا السبب فان N‏ <" تؤدي إلى > [8 - ,؟| ومنها 
„lim, sS, > 8‏ 
بالاسلوب نفسه نستطيع أن نبرهن على أنه إذا كانت 5 غير تزايدية وحدودة من أسفل فإن: 


N}‏ ع 8 : 5 ماع = ,5 ,اا وهذا ينمي البرهان. 


في الواقع إننا أثبتنا أكثر ما تنص عليه النظرية 2.5 في البرهان السابق . فلقد أثبتنا أنه إذا 
كانت 5 غير تناقصية ومحدودة من أسفل فإن ؟ تقترب إلى أصغر حد أعلى من نطاقها. من 
افيد في بعض الأحيان أن نستعمل نظرية المتتاليات المطردة في هذا الشكل حتى نحصل 
بالضبط على قيمة نهاية المتتالية 5. 


تماريسن 2.5 
(1) أوجد متتالية جزئية مطردة للمتتالية : 


1 9۳ ۳ 


(2) آوجد متتالية جزئية تزايدية للمتتالية : 
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(3) أوجد متتالية جزئية غير تزايدية للمتتالية : 
ل ,0,3,0 ,0,2 ,1 ,0) = s‏ 
(4) في برهان النظرية 2.5 أعط التفاصيل لاثبات الحالة التى تكون فيها المتتالية غير 
تزايدية ومحدودة من أسفل . 
في التمارين من 5 إلى 7ء برهن على أن 5 مطردة. 


8 + 1 


)5( س دې 
n‏ 

)6( = ر عندمايكون ‏ 0<:. 
2 

)0 سم حت 


(8) برهن: إذا كان کل من 5,6 متتالية غبر تناقصية فان 6 + 5 غير تناقصية . 

(9) اعط مثالا لمتتاليتين مطردتین بحیث یکون الجمع متتالية غير مظردة. 

(10) برهن: إذا كانت 5 متتالية غير محدودة» فان للمتتالية 5 متتالية جزئية مطردة . 

(11) برهن: إذا كانت 5 متتالية مطردة للأعداد الموجبة, فان - تشككل أيضاً متشالية 
مطردة. 

(12) آثبت أن نظرية التتالیات الطردة تودي إلى (نتضمن) مسلمة أصغر حد أعلى. 


(13) برهن على أن نظرية قطع دیدکند (۳١إ0ءط)‏ اء 04نا006) في التسرین 1.3.14 
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الفصل الشاك 


كال الأعداد الحقيقية 


(Completeness of the Real Numbers) 


1 نظرية بولتزانو - فيرشتراس 


نبحث في هذا الباب بعض الفاهیم والنتائج التعلقة مباشرة بمسلمة أصغر حد أعلى 
(1013آ). في الواقع أن آبرز نظریات هذا الباب تتکون من آربع مقولات تکانیء مسلمة 
أصغر حد أعلى في ۴۸» أي أن آية مقولة من هذه القولات الأربع يمكن اعتبارها کمسلمة: 
حيث تستنتج القولات الثلاث الأخرى منها. وقد قابلنا بالفعل نتيجتين تمائلتين هما 
بالتحدید : نظرية قطع دیدکند (تمرين ۰)1.3.14 ونظرية التتالية (المتتابعة) الطردة (نظرية 
5.. وقد أكدنا في تمرينى 2.5.12 و 2.5.13 أن كلا من هاتين النظریتین تودي إلى مسلمة 
اصغر حد أعلى (تتضمنها) . وعند تطویر آساس منظومة الأعداد الحقيقية يكون من الهم 
للغاية أن نثبت تكافؤ هذه الخواص الختلفة . غير أن هدفنا هو استنتاج نظریات النهایات 
واتفارپ ل 43۳ ولذا يجب علینا أن نقتصر في هذا الباب فقط على اثبات أن مسلمة أصغر 
حد أعلى تتضمن الخواص الجديدة. 

وتتعلق النظرية الأولى من نظريات الكال الأربع لهذا الفصل بالتتالیات المحدودة. ويجدر 
بنا أن نؤكد الملاحظة التالية: يكون للمتتاليات المحدودة عدد غير نهائي من الحدود في فترة 
منتهية (6:نه8), ولذا فان الحدود يجب أن تتعنقد (۵5160اع) في مكان ماء مما يعني أن هناك 
نقطة نهاية أو متتالية جزئية تقاربيةء ويمكن أن نش شت ذلك بسهولة بعد أن نثبت النظرية 
المساعدة التالية : 
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نظرية مساعدة (ه0۳ع) 3.1: 
لكل متتالية توجد متتالية جزئية مظردة. 
اليرهان: 
نقدم أولاً مفهوم تجمع المتتاليات الجزئية الذيلية من المتتالية (۵0068:اوههداده «لمء انما») 


۰ و Sa‏ و S|‏ حيث: 


S3, 3‏ برد = و8 وه ا SN+1‏ 5{ 5 $ 
وهناك حالتان جديرتان بالبحث: الأولى: نفرض أن بعض ٩,‏ ليس ضا حد أكبر» عندئذ 
يكون من الواضح أن ,5 تحتوي على متتالية جزئية تزايدية؛ لأنه لكل حد مختار يوجد حد 
تالي له أكبر منه. وبذلك يكون للمتتالية 5 متتالية جزئية متزايدة؛ لأن أية متتالية جزئية من ره 
هي أيضاً متتالية جزئية من . والآن نعتبر الحالة عندما يكون لكل 8 حد أكبر. بفرض أن 
ر۵ 5 هو أكبر حد للمتتالية ,5( = ء) . (عندما تكون القيمة الكبرى نفسها لأكثر من 
حد فإننا نختار رې لیکون هو الحد الأول من بين هذه الحدود). والآن نعتبر 
S2+k (۳ e‏ رن رك 0 ببرک) ونفرض أن ر@ ٩‏ هو أكبر حد فيهاء وحيث إن 
Sk 0)‏ متتالية جزئية من ,5 فإن حدها الأکر لا يمكن أن يزيد عن اد الأكبر في رد أي 
آن رم < رومعة . وبعد ذلك نفرض أن ری .5 هو اد الأكيرفي یرک ومن 
ثم رې < ری . وبالاستمرار على هذا النوال يمكننا دائئاً اختیار الحد التالي رربي ,5 
الذي يكون هو الحد الأكبر في یبرد والذي يعطي ررب .5 < رې 5. وهكذا 
رد رم ,15 هي متتالية جزئية لا تزايدية من . ومن هنا ففي كلتا الحالتين يكون 
للمتتالية 5 متتالية جزئية مطردة . 
وقبل تطبيق هذه النظرية المساعدة على المتتاليات المحدودة يجب أن نلاحظ العمومية 
الشاملة لما تتضمنها. لقد أثبتنا أنه لأي متتالية - محدودة أو غير محدودةء تقاربية أو أياً کانت» 
هناك متتالية جزئية مطردّة. ولذا فعلى الرغم من أن برهان النظرية المساعدة يحتوي على بناء 
مطول فقد حصلنا في المقابل على الكثير. 


نظرية  :3.1‏ نظرية بولتزانو - فيرشتراس: 
إذا كانت 5 متتالية محدودة عندئذٍ يكون ها متتالية جزئية تقاربية. 
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الرهان:. 
وفقاً للنظرية المساعدة 3.1 يكون للمتتالية 5 متتالية جزئية مطردة 4. ويجب أن تكون ) 
محدودة؛ لأن 5 محدودة. وبذلك ووفقاً لنظرية المتتالية المطردة فإن + تقاربية . 


(Cauchy Sequences) متتاليات کوشی‎ 2 


یکمن هدفنا التالي في استنتاج معيار يحدد تقارب التتالية دون الرجوع إلى القيمة الغهائية 
للمتتالية ؛ وللقيام بذلك نقدم مفهوم متتالية کوشی. 


تعر يف 3.1: 

تسمى المتتالية 5 بمتنالية كوشى إذا وجد لكل 0< : عدد N.‏ بحيث إن: 

0 يؤديان إلى ۶ > ره - معا‎ n>N < m>N 
: وعادة يكتب السطر الأخير (1) من التعريف في صورة موجزة كا يلي‎ 
تتضمن ع > ره - مها‎ 11, 2 < 11 

ويمكن تصور ذلك بالقول أن حدي ء يقتربان کل إلى الآخر باية درجة نرید. إِنَّ مقارنة ذلك 
تعريف التقارب الذي ينص على أن حدود 5 تقترب بأية درجة نرید إلى عدد ما تمكننا 
من برهان أن هذين المفهومين متکافشان لتتاليات الأعداد الحقيقية. وعلينا في البداية أن 

إذا كانت و متتالية کوشی. فمن السهل رؤية أن: 

S4) > 0‏ 7 ببیک) slim,‏ 
ذلك أن العدد هد في (1) يمكن أن يكون 0+1 ما يؤدي إلى 
e‏ > إرة - ببيةأ 
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طالا كان 1< . وبالمثل يكن أن نستبدل مدب 2+م أو 3+ه » جم لاي 
عدد صحيح موجب ۲. وهذا يبين أنه إذا كانت 5 هي متتالية كوشي و 6 ني لا فان 


0 > )5 بری) مصلل 

ومن الهم الانتباه إلى أن هذه الخاصية الأخيرة ليست قوية بدرجة كافية لنستنتج منها أن 5 
يجب أن تحقق معيار كوشي الوارد في التعريف 3.1. 
مشال 3.1: 

إذا كانت 
لس مش شش دب که و ماي ]ده 
عندئذ لأي عدد صحيح ۲ يكون 2۱0( - ,,8) ,”نا غير أن ه ليست متتالية 
كوشي . (وتترك تفاصيل هذا المثال للقارىء في التمرين 3.2.2). 

نثبت فیما يلي خاصية لتتاليات كوشي يستعان بها في برهان النظرية التي ستلیها. 
نظرية مساعدة 3.2: 

إذا كانت 5 متتالية كوشي فن 5 متتالية محدودة . 
الرهان: 


نفرض أن ء متتالية كوشى ونطيّق التعريف 3.1 لحالة 1 -ع . وبذلك يوجد ۱ 
بحيث إن N‏ < 2 ,مر تتضمّن 1 > إره - | . وحيث إن هذه المتباينة تتحقق لكل 
< ص يمكننا استبدال م ب 2+1 والقول بان 5|>1- ,بیع طللاآن 
لا < 0 وهذا يكاقء: 


وهكذا: 
×< م > تؤدي إلى 1+ ارب > 3 
والآن وبحصولنا على ذيل محدود ل (5) نستطيع تعريف العدد 8 كما يلي : 


60 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


}1 + ابوک یا ..... .آرة| ) B = max‏ 
ومن الواضح أن ظ > ,ها لاي .n‏ 
نظرية 3.2 معیار كوشي للتقارب (اختبار كوشي للتقارب) : 
تکون المتتالية 5 تقاربية عندما وفقط عندما تکون متتالية كوشي . 


المرهان : 


نفرض في البداية أن 5 تقاربي, ولیکن 1 = ره ,”نا » ونفرض أن 0 <ع . عندئذ 
عکننا اختیار آ( بحیث إن N‏ < م يودي إلى 


> | - ,| . ومذا کالقول بان × <" يودي إلى 


م | ده 


> |1 - | . وهکذا یکون لدینا للقيم N‏ > 8 ,م 


+ | د 


ابا - ىه - | - ,6 = امه - معا 
| - ها + L|‏ = معا > 


<e 
وبذلك فإن 5 هي متتالية کوشي.‎ 
3.2 ولإثبات العكس» نفرض أن 5 هي متتالية كوشى» وبذلك ووفقاً للنظرية المساعدة‎ 


تكون 6 محدودة. ووفقاً للنظرية 3.1 فإن للمتتالية 5 متتالية جزئية متقاربة ولتكن 
2 بي 5 lim‏ . وإذا كان 0 < ع ‏ نختار ١‏ بحيث إن N‏ < «,ص تؤدي إلى 


ج وت یط . وحیث إن سآ = رې 11۳,5 يمكننا اختیار حد ما من هذه التتالية 
الحزئية يكون له 

3 كه ais‏ 
kKM>N‏ و > > إ1 - مها . ولان فان N‏ < 1 تؤدي إلى: 
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ko - 5‏ + (رى يق ,6| = 


إلا 5 )1 ءا + ام 5 28 3 > 


> =+ = = 


2 2 
Fg, 

ومن ثم فان 5 تتقارب إلى . 

وإذا أمعنا النظر لرأينا مرة أخرى أننا أثبتنا أكثر ما تنص عليه النظرية صراحة. ففى الجرء 
الأول من البرهان استعنا فقط بتعريف التقارب ومتتالية كوثى» وبذلك فإن هذا التضمين لا 
يعتمد على مسلمة أصغر حد أعلى (8 ل او ی سیب 
والتي - كما هو موضح في مشال 3.2 - لا قق مسلمة أصغر حد أعلىء أو النظريتين 23.1 
5 تكون المتتالية التقاربية أيضاً متتالية كوشي . أما التضمين العكسي فهو يرتبط ارتباطاً 
وثيقاً بمسلمة أصغر حد أعل ؛ فهذا التضمين يضمن لأية متتالية تحقق معيار كوش وجود 
قيمة نهائية نتقارب إليها. وتسمى النظومة التي يتحقق لها هذا التضمين بالمنظومة الكاملة 
(eteاcomp).‏ ومن الأفضل توضيح ذلك على مثال منظومة غير كاملة . 


مثال 3.2: 
نعتبر © فئة الأعداد القياسية. 
من تمرين 1.3.2 توجد متتالية : في © تتقارب إلى ۷2 وهو عدد لاينتمى إلى ©. ووفقاً 


للجزء الأول من نظرية 3.2 فإن ۲ متتالية كوشي. غير أنه لا توجد نهاية في © تتقارب إليها 
۲ وبذلك فإن © غير كاملة (عاء1م ممعم . 


3 نظرية الفترات المتداخلة The Nested Intervals Theorem‏ 
ا ا ب وى 


تتعلق النظرية التالية حول کال 12 بمتتاليات الفترات؛ وفذا يجب علينا أن نراجع 
باختصار بعض ال لرموز والمصطلحات. إذا كان ط ,2 عددین حقيقيين بحيث یکون > a‏ 
فان كلا من الفتات التالية تسمى بالفترة: 
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{rER:a<r<b} ,‏ - رطب 
{rER:as<r<b},‏ = (9 ,2] 
(a,b]= {rER:a<r<b},‏ 
[a,b] = {rER:asr <b}.‏ 
يسمى النوع الأول (9 ,ه) بالفترة المفتوحةء ويسمى النوع الرابع [,ه] بالفترة 


المغلقة. أما النوعان الآخران فيسمى كل من بالفترة نصف المفتوحة أو بالفترة نصف 
المغلقة . 


متتالية الفترات  ,_١‏ (,1) يكن وصفها بمتتالية نقط خبايتيهاء لنقل مثلاً:. 
,۵ »,ها > ,1 . وإذا كان لكل ۵ ,1ع ريا فإن إل[ تسمى بمتتالية 
الفترات التداخلة . ومن الواضح في هذه الحالة أن : 


3 


بات ی | 
ونحن مهتمون بالتقاطع 
"1 
n=] n‏ 
الذي يتكون من تلك الأعداد ۲ التي تقع في كل فترة من الفترات ,1. وقد يكون هذا 
التقاطع فئة خالية ومع ذلك فالفترات متداخلة (انظر تمرين 3.6.6). غير أن هذا لا يكن أن 
يحدث إذا تكونت المتتالية من فترات مغلقة. وكما سنرى في برهان النظرية التالية يعتمد 
تأكيدنا هذا على مسلمة أصغر حد أعلى بواسطة نظرية المتتالية المطردة . 
نظرية 3.3 - نظرية الفترات المتداخلة : 
إذا كانت یم( متالية من الفترات المغلقة فإن ‏ © با ری |]. 
البرهان : 
نفرض أن ,1 هي الفترة [,ط مره] . ومن الواضح أن متاليتي نقط العبايات مطردتان: 
,یه لاتناقصية و یلید لاتزايدية. وعلاوة على ذلك فلاية م ,ا 
یکون ره که ؛ لأنه إذا كان م > فان 
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رط > رھ كية » وإذا كان > فان راک ,که وبذلك فان 

a‏ محدودة من أعلى بواسطة أي ,ط. ولذا ووفقاً للنظرية 2.5 تکون 

ر 4) تقاربية. وكذلك ووفقاً للمفترض 2.2 يكون: 

رط كت يه يسنا = » لأي «. ومن ثم فلكل « یکون با > » > ره . أي أن ۾ في 
ا » هایین أن التقاطع ليس فة خالية (وبالطبع كان يمكننا أن نبين أن 
٥,‏ ,”1ا موجودة في: 

,1 .۱ بتحليل ممائل» ولكن نقطة واحدة كافية). 


في التمرين 3.4.6 يطلب منك أن تبين بمثال أن تضمين النظرية 3.3 لا يصلح مالم تكن 
الفترات مغلقة , 


4 نظرية التغطية اين وبوریل* 


سنعطي في النظرية التالية معياراً يعبر عن كمال بالاستعانة بالفترات المفتوحة. إذا 
كانت 6 فئة جزئية من ۸ وکان ۵ تجمعاً من فترات مفتوحة فان ع یسمی بالغطاء الفتوح 
(20761 جوجه) للفثة 5 ذا كان كل عنصر في 5 واقما في عضو واحد على الأقل من 8. 
وبالرموز النظرية للفتات 
اليا > * . كما یوصف ذلك أيضاً بالعبارة «ع تخطي 5 ولن نفرض في مناقشتنا التالية 
قيودا على عدد الفترات في التجمع 8. وبذلك يمكن أن يكون لع عدد كبير بلا حدود من 
الأعضاء أو حتى عدد غير قابل للعدد. أي يمكن أن يكون للتجمع ع عدد كبير من الأعضاء 
لدرجة لا يمكن معها وضع هذه الأعضاء في تناظر واحد - إلى واحد (One-to-one‏ 
correspondance)‏ مع N‏ (انظر الملحق 8). 


وقد يحتوي التجمم ع في بعض الحالات على عدد من الفترات» أكثر من الطلوب. 
(#) هأين (©مان11) هنريك إدوارد عالر ألماني (1881-1821). 

. بوريل (80161) قيلكس ادوارد جوستين إميل عام فرنسي (1956-1871) (المترجم)‎  )#( 
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لتغطية فئة معطاة 5. على سبيل الثال إذا كان للفئة 5 عدد محدود من العناصرء فإنها تحتاج في 
تغطيتها للعدد المحدود نفسه من الفترات» على الأكثر. وكمثال أقل بساطة: نأخذ الوضعية 
التالية : 


مثال 3.3: 
نفرض أن و هي الفترة (0,1]» وأن ع تتكون من الفترات 


{0< ۳ (( 


بالاضافة إلى 
1 1 
۱ حك <-) 
انظر شکل 31 
۱۱ .10 
و تلت د د o‏ 
(#.4-<) 
1 0 141 0 4- 
شکل (3.1) 


ومن الواضح أن ع یشکل غطاء مفتوحاً للفشة 5» ولکن ع تغطي ؟ بلا فعالية. ذلك ان 
عدداً حدوداً فقط من اعضاء ع یلزم لتخطية 5: 
1 


e) + (u0. 


إن الفترتين اللتين تغطيان ؟ ني مثال 3.3 تسميان بالغطاء الجزئي المنتهي (أو النبائي) 
(101۵) من ع. وخاصية قابلية تغطية 5 بغطاء جزئي منتهي (نهائي) هي موضوع النتيجة 
التالية . 
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نظرية 3.4 نظرية التغطية لهاين وبوريل: 
إذا كانت 3 فترة مغلقة» وع غطاء مفتوحاً للفترة [ فإنه يوجد تجمع جزئي منتهى من ع 

يغطى 1. 

الرهان : 


نفرض أن تأكيد النظرية غير صحيح . ونفرض أن 3 هي الفترة المغلقة [ط,8].» وأن عع 
غطاءً مفتوحاً للفترة 3 لا يمكن أن يؤول إلى غطاء جزئي منتهی . نعتبر الفترتين الجزئيتين 


(a + b) (a + b) 
ENA 


واحدى هاتين الفترتين الجزئيتين على الأقل لا يكن أن تغطى بعدد نهائي من أعضاء ع؛ لأنه 
إذا أمكن تغطية الفترتين فإنه يمكن توحيد الغطائين امحزئین الغبائيين في غطاء جزئي نبائي 
(أو منتهى) للفترة [3,6]. 

نفرض أن ,3 هي احدى هاتين الفترتين الجزئيتين بحيث لا يمكن تغطية ,3 بأي تجمع 

جزئي نبهائي من ڇ» ونقسم ,1 إلى فترتين جزئيتين متساويتي الطول 
4 - 0) 
4 

رکیا سبق فان احدی هاتين الفترتین الجزئيتين على الأقل لا يمكن أن تخطی بأي تجمع جزئي 
نهائي من ع. ولتكن هذه الفترة الجزئية هي ,ل. وبالاستمرار في تنصيف الفترات الجزئية 
بهذه الطريقة : فان ,1 تقسم إلى فترتين جزئيتين طول كل منها 

(b ~ a) 
a2 n 
وعلى الأقل فاحداهما لا يكن أن تغطى بأي تجمع جزئي ائي من ع. ولتكن هذه الفترة‎ 
الجزئية هي یب.1.‎ 


+1 


والبناء السابق لا ينتهی بالتالي يؤدي إلى متالية متداخلة من الفترات المغلقة 
ری (م3) . ومن نظرية 3.3 يوجد العدد م في كل ,1» ولكن مم أيضاً في 3 ولذا فان سر لا 
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بد أن يُغطى بفترة ما 1 في بم, وليكن (0 ,ء) -1 © س . وحيث إن 


b= 

lim ۳‏ 
2 9 
يوجد ذلك العدد N‏ الكبير بدرجة كافية بحيث يكون 


له-6 
d — u}‏ بع - min {u‏ < 2 


وبذلك فان طول [ آقل من البعد بين س وبين كل من نقطتي ايتي 1. وحيث أن ۾ في بول 
فنحن نؤكد أن ,1 يجب أن يقع كلية في 1. ولاثبات ذلك نفرض أن م عنصر اختياري من 
[. عندئذ فان : 
و - 9 
ےا 5 ' > |ام - | که - با 
ومنها ينتج أن و > وأيضاً 


ا 
س > چ ( > إن - p~ u < |p‏ 


ومنها ينتج أن 4 >م. وبذلك فان ۹( > ممايعني آن « في 1. ومن ثم فإن 
61 خلال عملية البناء السابق تم اختيار ,3 بحيث إنه لا يمكن تغطيتها بواسطة أي 
تجمع جزئي نهائي من ع. ولكن كنا قد بینا أن پرل مغطاة بفترة منفردة من 8. وكل من 
المقولتين المتناقضتين نتيجة صحيحة من الافتراض الاصلي. لذا نستنتج أن افتراضنا الأصلي 
كان خاطثاً. وبالتالي فإن توكيد النظرية يجب أن يكون صحيحاً. وبذلك أتممنا البرهان. 

إن الرهان أعلاه صعب على نحو لا يمكن انكاره سواء من ناحية براعة منطقه أو تفاصيل 
بنائه . وفي هذه المرحلة الدراسية يطلب من الطالب أن يثق بأن هذه النتيجة تستحق المجهود 
البذول في برهانها. فكما سنری في براهين لاحقة تكون نظرية هاين - بوريل أداة ذات قوة 
كبيرة وتطبيقات واسعة. 

وكا في حالة نظرية الفترات التداخلت فالفترة التي نحن بصددها في النظرية 3.4 يجب أن 
تكون مغلقة ومحدودة, وإلا فلن يكون لها خاصية هاين - بوريل للتغطية» حيث نستعرض 
ذلك في التمارین 3.4.9, 3.4.10. 
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تمارين 3.4 
1- أثبت أن: المتتالية الحدودة 5 تقاربية عندماء وفقط عندما يكون ل 5 نقطة نهاية واحدة 
بالضبط . (ارشاد: انظر المفترض 2.6). 
2- نفرض أن متتالية تحقق الخاصية التالية: 
إذا كان 748<0 م8 فإنه يوجد × بحيث إن N‏ < م تؤدي إلى 
© > إرة - بوذأ . 
بين أن ذلك لا يتضمّن أن 5 هي متتالية كوشي» وذلك بالأخذ في الاعتبار المثال المضاد 
التالي: 


4 3 1 1 1 2 1 
,6 تس 416 مد 6 مش 6 یں ) كن 1003 
} 5 4 2 4 0 3 3 2 ۱ 5 


3- اكتب صيغة ,5 - اد النوني لتتالية تمرين 2 السابق. 
4- نفرض أن *[0,1) = [1. بين أن متتالية كوشي في لا لا تنقارب إلى نهاية في ل1. 


5- إذا كانت 5 معطاة كما یل : 


ايحم سر | 


1 
وا یا کک ما 
n‏ 


هل ۽ هي متتالية كوشي؟ 
6 - بين بمثال أنه إذا كانت الفترات غير مغلقة فإن متتالية الفترات المتداخلة يمكن أن تكون 
ذات تقاطع خالي. 
1 
(ارشاد: . [2 ,0) = ,). 
7- هل من الحتمل لتتالية الفترات المفتوحة التداخلة أن تکون ذات تقاطع غير خالی؟ ۱ 
3 ۱ 
8- وضح بثال أن الفترات نصف المغلقة [* 4 رة) لا تعوض الفترات المغلقة في نظرية ٠‏ 
الفترات التداخلة, أي أعط فتات متتالية ظ 
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...2( يه] 3 (4 ,ع] تكون ذات تقاطع خالي. 

۰ افرض أن 3 هي الفترة (0,1)» عينٌ غطاء مفتوحاً ع بحيث لا يغطي أي تجمع 
جزئي نبائي من ع الفترة 1. 

10١‏ افرض أن (»0) = ۶ وعينٌ غطاء مفتوحاً ع بحيث لا يعطي أي تجمع جزئي 
جائي من ع الفترة ۳. 

|١‏ - افرض أن 8 فثة اختيارية لا محدودة في ۸ وعينٌ غطاء مفتوحاً ع بحيث لا يغطي أي 
تجمع جزئي نهائي من ع الفئة 5. 

- لنفترض أن ك متتالية تقاربية بحيث انه لكل ١‏ يكون 


cs, نا‎ img Ss, 


وان 5 یرمز إلى مدى 5 أوجد غطاء مفتوحا ع من 5 ب بحيث لا يغطي أي تجمع جزئي 
من ع المدى 5. 
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الفصل الر ایغ 


الدوال التصلة 


Continuous functions 


Continuity الاتصال‎ 4.1 

في الفصول السابقة كان اهتامنا مركزاً - في معظم الأحيان - على دوال نطاقها الفئة ۸> 
بمعنى آخر على المتتاليات. في التفاضل والتكامل تعاملنا مع دوال نطاقها فترات» أنصاف 
خطوط أو كل ۴ نحن الآن مستعدون لعرض نظرية النبايات لمذا النوع من الدوال. 
والمعلومات التي اكتسبناها من دراسة التتالیات ستساعدنا مساعدة عظيمة في تقليل عبء 
العمل مع (ابسلن 81138 دلتا 4118) والذي سيواجهنا في معظم الأحيان. 

في الناقشة التالية ؟ دالة نطاقها ومداها فئتان جزئيتان من 8). الجملة «العدد ه يكون 
داخل نطاق ؟» معناها توجد فترة مفتوحة (8 + 48 8 - 8) محتواة بالكامل في نطاق ۶. 
وهذا يضمن أن ۶ تكون معرفة عندما يكون × قريباً جداً من وهذا يؤدي إلى أن 2 نفسها 
في نطاق 1. 
تعریف 4.1: 

لنفرض أن ۶ دالة عددية» نقول بان ٤‏ متصلة عند 2 بشرط أن یکون العدد ۵ داخل نطاق 
٤‏ وان لكل عدد موجب ‏ یوجد عدد موجب 8 بحیث أن: 

> |()1- )| عندما یکون 8 > | - «|. 
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إذا كان لكل نقطة ‏ في الفئة 7 تكون 4 متصلة عند ه» فإننا نقول « متصلة على ». في 
حالة ما تكون ؟ متصلة عند أي عدد ۾ في نطاقهاء نقول ببساطة ان f«‏ متصلة». عندما 
تكون ۶ غير متصلة سواء عند ه أو على » فإننا نقول f‏ منفصلة 5نا0نمناهمءؤزل (غير 
متصلة) . 

يصف التعريف السابق ظاهرة معروفة لدى طلبة التفاضل والتكامل حول الدالة «التى 
تقترب إلى قيمتها المعطاة كلما اقتربت × من نقطة في نطاقها». إن معظم الدوال التي 
واجهناها في مبادىء التفاضل والتكامل كانت دوال متصلة. وهذه الدوال يكون رسمها فى 
غاية البساطة. ۱ 


على الرغم من أن خاصية الاتصال (الاستمرارية) من الخواص البدييية التي يواجهها 
الدارس في دراسة التفاضل والتکامل العادي. إلا أنها تستحق أن نتعرف علیها من جدیده 
وذلك باستعمال 8 - ع لتحقیق الاتصال, في بعض الأمثلة . 


مثال 4.1: 
إذا كانت ۰+۱9 = (10 فان ؟ متصلة على | . 
لنفرض أن ه أي عدد حقيقي وأن 0 < ع. 
أه = |x‏ اه > f(a)| = |(mx + b) - (ma + b)|‏ - 00| 


إذا كان 0= ص فقد تم العمل؛ لأن :> 0 = |02 - ()6| لكل *. 


إذا كان 0 ۶ 2 فنعرف ۳ = 8» وحيث إن 8> |ه-»| فإن ذلك 
يؤدي إلى : 
٠ ۳3 = 8‏ اه > a|‏ +ع اه = |i») - f(a)|‏ 
(انظر الشكل 4.1) . 
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fx) = mx +b 
4 


fic) + e 


fia) 


AQ - ع‎ 


(0, ۵( 


8 +6 6 8 -ه 


شکل (4.1) 


مثال 4.2: 
إذا كانت × = )۴ فان + متصلة. نفترض أن 0< ء وأن 2 أي عدد حقيقي . 
الآن لندرس التحلیل الآتي: ۱ 
اه - |x‏ اه + |x‏ = إثه - ثم = £(a)|‏ - »| 
تسف ل لك ا) )ونس دة. 
( ۸ 2 + 1( 


هكذا نستنتج أنه عندما يكون 5 > |2 - ×| يكون لدينا 2|>1-*| وبالتالي 
فان 1 + 2 > >1 -8 . يؤدي هذا إلى: 


|x + اه‎ > | + lal > |a| + 1 + اه 2 + 1 = ها‎ 


۳ 
1 ۹ ع ۱ عد 4 
وأيضا ‏ 5 > 3 ۳ يؤدي إل TT‏ اه |x‏ 


وبالتالي عندما یکون ۵ > |ه - ×| یکون لدینا: 


[f0 - f(a)| = |x + a| |x - a| > 0 + 2 la). 
1 + 2 || 
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(انظر الشكل 4.2). 


شکل (4.2) 


سیر 


مشال 4.3: 
إذا كانت ۷ =  5)8(‏ فان ؛ متصلة على (0»۰0). 
لنفرض أن 0<ه وكذلك 0<غ . لندرس الآتي: 
|i) - f(a)| = [vx - va |‏ 
va || vx + va|‏ - ۳۲ 
va|‏ + ۷۶۲ 


1 


|vx + va | 


اه - ۲ 


1 
اه - «احي < 
نعف ۷ ١‏ = 8 وبالتالي فان 8 > إه - »| تؤدي إلى 
1 
مس <| t(a)| = [Vx - Va‏ - )| 
(انظر الشکل 4.3). 
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fa) + ع‎ 
fia) >> Va 
fia - م‎ 


شكل (4.3) 


من الواضح ان لهذه الأمثلة نمط واحدء يتم بكتابة ٤۵|‏ - :| على شكل 
خوامل, لنقل: إن إه - :| [0)و| = |()؟ - (*)1| . ثم نختارة صغيرة جدا بحيث 
تكون (0ع محدودة. لنقل: 8 > |(ع| عندمایکون ۵ > ه - «| وفي الوقت 
نفسه نختار 8 أصغر من ك . بهذه الطريقة فان ۵ > | - »| تؤدي إلى: 


- لع )ه>له - ۳ |عا. 


على الرغم من أن هذا اجراء روتيني» الا أنها طريقة جيدة لتفهم هذه الفكرة. وهي : « 
معطاق. اختار 8». اذن يستحسن أن تراجع هذه الطريقة وذلك بالشغل على الدوال المشابهة 
في بعض التارین . 


غارین 4.1 


9" برهن أن ل =( متصلة عند 2. 


1 1 ۳ مره 
5 برهن أن 62-2 = (0] متصلة عند 1. 


1 0 
E.‏ برهن أن 7 = f(x)‏ متصلة عند 4. 
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4- برهن آن بت = 10 
برهن أن كل دالة من الدوال الاتية متصلة . 


=x +x —1 5‏ نمع 
x 6‏ دوم 
55 5 
1 
- = و1 
8 > =( 
9 عب کے وز 
5 حن = 
1 
0 جد = (10 
XxX‏ 
if x<2‏ 
11 
if 2‏ 
12~ 
3 
if x<1‏ 
14 
if ۲ <1‏ 
5ت 


2 العيار المتتالي للاتصال 


متصلة عند 2. 


×= (4)5 عندما يكون © عدداً صحيحاً موجياً. 


9 1 
0= +5 
f) = ا«‎ 
f(x) = 

22-1 
f(x) = x +1 


The Sequential Criterion for continuity 


ل ل سس 


بعد التعرف على فكرة النهايات يسعى الدارس لإثبات بعض الخواص الأساسية» مثل 
تلك الخواص التي تحتويبا النظريات من 2.1 إلى 2.4 لنبايات التتالیات . نستطيع أن نيرهن 
مثل هذه النتائج وذلك بعالجة ع8 كا في براهين الفصل الثاني» ولكن من الممكن 


76 


منتدى افريقيا سات 


www.afriqa-sat.com 


تفادي الكثير من هذه التفصيلات بواسطة إثبات نظرية واحدة تسمح لنا باستخدام نظرية 
بایات المتتالية والتي درسناها سابقا. 
نظر ية 4.2: العیار المتتالي للاتصال 

لنفرض أن ۶ دالة وأن ه عدد داخل نطاق ۶. عندها فإِنّ الخاصيتين التالیتین متکافتتان: 
١‏ 3 1 متصلة عند ۵. 
ب إذا كانت 5 متتالية في نطاق ] بحيث إن 8 = ٩,‏ ها فان 

.lim, ل1)5‎ = f(a) 

الرهان : 

لنفرض صحة (أ) ولنفرض أن 0< ع. ولتكن ؟ أي متتالية في نطاق 04 تحقق 
۰ > و۶ مطل1. باستخدام (أ). نختار 0 < 8 وبالتالي فإن: 

ع > |( - :| عندما يكون 8 > |ه - | )0 


ما أن ۵ = ٩,‏ ,۱۳ ۰ فننا نستطیع اختیار لا بحيث N‏ < م تؤدي إلى 


5 > |ه - ,| » وانطلاقاً من (1) يژدي ذلك إلى ء > |(16 - (,5)؟|. 
لهذا السبب فإن (ه)؟ = (,5؟ ,”نا وبهذا نکون قد برهنا على أن (أ) تؤدي إلى 
(ب) . 
يمكن برهان التضمین العكسي بمحاورة غير مباشرة. إذ نفترض أن (أ) غير صحیح » 
ونوضح أن (ب) لا بد أن يكون غير صحیح وذلك ببناء متتالية و بحيث إن 
۰ 2 ,قينا ولكن ٤)۵(‏ 6 ((5) ,نا ؛ ويما أننا افترضنا أن ؛ غير متصلة عند 8 
وفذا يكون التعريف الضمني غير صحيح مهما صغرت 8 التي نختار. إذن توجد 


1 
ا <*م حيث إنه لأي 8 الموجبة ولنقل إن ل - ۵ فإن: 
ع حيث إنه لأي 5 الموجبة ولنقل إن - إن 


- > اه -×| لاتؤدي إلى ۲ > |(1۵ - )4|. 
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f(s,) - f(a) <> e” 


)2( 
باختیار هذه القيمة ل ,5 لكل ١‏ في ۰۵۷ نکون قد عرفنا متتالية ه حيث إن 


(ls, - a > رلان لك‎ lim, ٩, = a 


بنا  46(‏ (ہ)؟ ,نا لان ۶ < |(هه - (عنا لکل «. 


لهذا السبب وضمنا أنه إذا كان (أ) غير صحبح فان (ب) غير صحیح أيضاً وپذا یکون 
البرهان قد اکتمل . 
بالرغم من أن استعال المعيار المتحالي للاتصال (من هنا فصاعداً © © 5) غير ملائم 
لإثبات اتصال دالة معينة, إلا أنه أداة جيدة لتبيين انفصال دالة معطاة. ونوضح ذلك في 
المثال التالي : 
مثال 4.4: 


إذا كانت: 


فان ]منفصلة عند 0 (بغض النظر عن قيمة 01). ناحذ 


7 ج Sq‏ ولهذا فإن 


0 = موصلا » ولکن 
© = يهنا = (ى5)؟ ,سنا . 
لهذا السبب فان ؛ لا.تحقق (1) من © © 6). 
هذا الخال يوحى علاحظة عامة ستيرهنها فيا بعد , 
78 
منتدى افريقيا سات 


www.afriqa-sat.com 


نتبجة 4.1 [: 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة عند 28 فانه توجد فترة مفتوحة 1 تحتوي ۾ حيث تکون 1 محدودة 
على 1. 
الرهان : 


لنفرض أن الطلوب غير صحیح. ولتفرض ایضاً أن ه في نطاق ۶ فان ۴ تکون غير 
حدودة على أية فترة مفتوحة تحتوي ۵. ومن ذلك فإن لكل ۰ تکون ٤‏ غير محدودةعلى الفترة 
المفتوحة 


1, = (a - 2 بی‎ 4) 


ما أن العدد « لا يكن أن يكون حداً أعلى ل |(60] على رل فإننا نستطيع أن نختار رك 
في ,1 بحيث يكون 


« < |(,عن| . ويحدد هذا متتالية ه بحيث يكون 8 = ,5 ,سنا (لأن 
لل > إه -ية) » ولكن (لع) 


لا تتقارب؛ لأنها غير حدودة. لهذا السبب فان لا تحقق (ب) من © © 5 عند ه. لذا 
تكون ؟ منفصلة عند ۵. 


نستخدم في الال التالي © © 8 لبرهنة انفصال دالة محدودة. 
مثال 4.5: 


إذا كانت: 


فان ۶ تكون دالة منفصلة عند 0 (بغض النظر عن قيمة ]۷). 
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1 1 


نختار یک و 2 » وبذلك يكون 
117 اور 
[( * جممج] 
2 
0= ,8 ,هن » 0= ,اهنا ولکن لكل م 
f(s) = sinnr = 0‏ و 1= ]) ) + .f(,) = sin ]2 nr‏ 


لهذا السبب تکون 0 2 (؟)! ,ها بينما 1= ,50 ,تنا. وباآن (0 لا 
تساوي قيمة كلتا النهایتین. فان احدی التتالیتین 5 أو ؛ على الأقل تبين أن ] لا تحفق 
(ب) من ٤‏ € 5. 

كما في السابق فان هذا المثال يوحي باستنتاج عام سنعرضه في النتيجة التالية. إن الرهان 
بديهي ويترك كتمرين. (تمرين 4.2.8). 
نتيجة 4.1 ب : 

لنفرض أن ۶ دالة» وأن 2 عدد داخل نطاقها. إذا وُجَدَت متتاليتان 1,5 كلاهما 
يتقارب إلى العدد ۵ بحيث يكون: 
ما من 2 (5)؟ ,”نا . فان ؟ منفصلة عند ۵. 

هذه النتيجة تسهل - بصورة خاصة - الحكم على ذلك الانفصال (discontinuity)‏ من 
النوع الذي يعرف بالقفزة الحدودة. 
مشال 4.6: 

لتكن | «دالة أكبر عدد صحیح»: [×] = (10 حيث [×] = أكبر عدد صحيح 1 
حيث یکون ۶ > 0 . فان ؟ تكون منفصلة عند كل عدد صحيح . 


1 52 
0 RF لنأحذ‎ 


من ذلك يكون ,)ا ٣ا‏ = م = يسنا ولكن لكل 1< 1 
n » 1060 2 ۰-1‏ = م)؟. 


3 81 a 


1 
کو 
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[j= n » lim, [s,] 2-1‏ يسنا 


وبالاستناد إلى النتيجة 4.1 ب تكون ‏ منفصلة عند . 
3 تركيبات الدوال المتصلة Combination of continuous functions‏ 


حان الوقت الآن لضم © © 5 مع نظرية النهاية للمتتاليات التي عرضت في الفصل 
الثاني . النتيجة ذات صلة بنهایات التركيبات الجبرية للدوال التصلة. 


نظرية 4.2: 
إذا كان کل من الدالتين ع ,۴ متصلتين عند هء فإن الدوال ع + ع 2۰8 
متصلة عند ۵. علاوة على ذلك. إذا كانت 0 < (3)م فإن الدالة س متصلة عند 8. 


البرهان : 


لنفرض أن ؟ متتالية في نطاق كل من ع ٤,‏ بحيث يكون 8 = ,5 ,رصن . فاستناداً إلى 
© © 5 يكون لدينا 


(۵)؟ = (,s)؟‏ يسنا . (ه)ع = (,5)ع 1i”,‏ . هكذا بواسطة النظرية 2.3: 
Lim, [f(s,) + £(,)] = f(a) + g(a)‏ 
وبواسطة النظرية 2.4: 
f(a) ۵)(‏ = ين lim, f(s,)‏ 
أيضاً. إذا كانت 0 ع (ة)ع» فبالاستناد إلى النظرية 2.4 نستنتج 


© كك ون 


8(5) 2)2( 
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بجا أن 5 متتالية عامة تتقارب إلى 8. فإننا نكون قد بيّنا أن الخاصية (ب) من © © 5 قد 
تحققت لكل دالة من الدوال 
على وگ 0 

اال ات( 

في معالجتنا خارج القسمة ر a‏ 
اخاصية بم من ©© 5 تتحقن في ال ٠‏ من الدروري امار فقط تلك يات فى 
نطاق 2 التي تقترب من ۵. هذا ب ان كل م0 * (,8)ع وهذا هو المطلوب 
الوارد في النظرية 4 والذي تم استخدامه. الفرض بأن (×)ع غير صفرية لا 
یتعلق بالتركيبات الجبرية الثلاث الأخرى, لهذا السبب فانه لم يُطرح إلا في نهاية 
البرهان. وتضمن النتيجة التالية وجود متتالية 5 بقيم دالية غير صفرية . 


نظرية مساعدة 4.1: 

إذا كانت الدالة ع متصلة عند 2 و 0 < (8)ع فإنه توجد فترة مفتوحة 1 تحتوي على 8 
بحيث يكون 0 < (×)ع لكل × في 1. 
البرهان : 

لنفترض عدم صحة الاستنتاج. معنى ذلك أن كل فترة مفتوحة تحتوي على ۸ لا بد أن 
تحتري على عدد × حيث 0 > (×)ع . وعلى وجه اخصوص. لكل 28 فان الفترة 


)ل + ل د 


تحتوي على بعض ,5 حيث 0 > (,)ع . إذا كانت ع متصلة عند 8 فان © © 5 تؤدي 
إلى أن فوع ره 5 ,1 » ولكن تمرين 3 يتضمن أن 0 (a)چ‏ هذا 
السبب فانه إذا كان الاستنتاج غير صحيح» فان الفرض لا يتحقق وهذا يُثبت النظرية 
المساعدة . 
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نظرية 4.3: 


إذا كانت الدالة ۶ متصلة عند مه » < (20 (ء > (۰)160 على التوالي» فإنه توجد 
فثرة مفتوحة 1 تحوي ۾ بحيث یکون » < (*)1 (ء < (1)8) » على التوالي لكل × في 1. 


الرهان : 

إذا حققت ؟ فروض النظرية, فإننا نضع 2 ۰ - (48 = (*)ع8 . إذن ع تحقق فروض 
النظرية الساعدة 4.1. وبالتالي توجد فترة مفتوحة 1 تكون خلاها 
€ - (٭)؟ = 200 0 . أي أن 10(<۰ لكل « في 1. لبرهنة الحالة التي تكون 
فيها ۰ > (4)2 . نطبق النظرية المساعدة 4.1 على الدالة ()؟ - > = (نت)ط. 

في برهان النظرية 4.3 افترضنا كما هو معروف أن الدالة الثابتة >= ()ب متصلة 
رلقد تسم اثبات ذلك في الثال 4.1 في حالة 0 = ”) . لهذا السبب فان النظرية 4.2 تؤكد 
أن التركيب ۰ - (0؟ يكون دالة متصلة أيضاً. وهذا الاتصال للدالة ۰ - 100 

نقدم مناقشة مختصرة عن الدوال التراكبية (©]:5هم00). وقد عُولِجٍ هذا الموضوع 
ف منهج مبادىء التفاضل والتکامل ودُكر باختصار لربطه بفكرة التتالیات الجزئية في الفصل 
الثاني . بالرغم من ذلك من المفيذ مراجعة بعض الرموز والمصطلحات. إذا كانت كل من 

ع ,5 دالة فان الدالة التراكبية من ع مع ٤‏ ويرمز لها بالرمز 1 © ع تتكون من الأزواج المرتبة 

التالية : 


ع € y) : (x, f(%)) € ۱۶ and (f(0), y)‏ 0 ] همع 


ومن ذلك فان صورة (10 لا بد أن تكون في كل من مدى ؟ ونطاق ع. إذا كان (5,1) في 
اه ىق فإننا نكتب: 
y = f(g)‏ = وم مدع 
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يمكن النظر إلى التراكب السابق كعملية ثنائية لدالتين دعجتا معاً للحصول على دالة 
أخرى . في النظرية 4.2 واجهنا عملية ثنائية على دوال عددية أعطيت على شكل تركيسات 
جبرية لدالتين. وفقاً لتلك النظرية فإن نتيجة التراكب الجبري أظهرت خاصية الاتصال 
نفسها التي كانت للدالتين الأصليتين. هذه هي طبيعة النظرية القادمة؛ والتي توضح لنا أن 
الاتصال يبقى مُحققاً تحت عملية تركيب الدوال. إن برهان هذه التتيجة پتیح الاستخدام 
الباشر لتعريف الاتصال مباشرة دون الالتجاء إلى © © 5. 


نظرية 4.4: 

إذا كانت الدالة ؟ متصلة عند ۵ والدالة ع متصلة عند (ه) فان ؟ 0 ع دالّة متصلة عند 
2 
البرهان : 

لنفرض أن 0<ع. با أن ع متصلة عند (ه)؟ء إذن يوجد عدد موجب وهوة 
بحيث يكون: 


ع > لهاع - (ه)ع| ‏ عندما 8> | - ع. 0 
ما أن ؟ متصلة عند » فإنه يوجد عدد موجب وهو "۵ بحیث إن: 
'8>|ه)؛ - | عننما 8> اه - ع. )0 
إذن عندمايكون 8 > |ه - + . فن التضمین (2) يؤكد أن (10 تحقق الشرط 
الطلوب ل2 في (1)» ومن ذلك : 
laf) - g(f(a))| > e‏ . 


إذن > له - | تزدي إلى + > |(ه) ۰۵ ع) - 00 9 5 ع)| . وهذا السبب فان 
۴ © ع متصلة عند ۵. 
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4 الاتصال من جانب واخد One-sided continuity‏ 


من التطبيقات المتكررة والجدية للاتصال. تلك المتعلقة بمفهوم الاتصال إحادي الجانب. 
إن تعريف الاتصال من جانب زاحد مشابه جداً لتعريف الاتصال العادي؛ ولكنه في هذه 
الحالة يركز على تلك النقاط في نطاق الدالة التي تقع على جانب واحد فقط من النقطة التي 
يؤكد عندها الاتصال. 
تعر یف 4.2: 

تكون الدالة f‏ متصلة من الحانب الأيسر (أو الأيمن) عند النقطة 8 بشرط أن تكون الفترة 
إه 4 ء - 8) أو © +6262 ) في نطاق الدالة 4. ولكل عدد موجب © يوجد عدد 
موجب 8 حيث يكون 8> |(ة)] - («)۴] عندما 8>*«- 0>4 (آو 
8> ع -<« > 0). 

لاحظ أن العبارة الأخيرة من التعریف ۰ «8 > - 2 > 0» توضح بأن × قريب من 
: وأصغر من ۵ بینا (8 > 2 - x‏ > 0) توضح بأن × قريب من 8 وأكبر من 8. 

الاتصال أحادي الجانب مفید في وصف سلوك آنواع معيّنة من الدوال التي لا حقق 
الاتصال» ولکن یبقی سلوکها جيداً من جانب واحد. 


شال 4.6 [: 
الدالة ([] = )5 ( ]x[‏ ع أكبر عدد صحیح أصغر من أو يساوي ×) متصلة 

من اليمين عند كل عدد صحيحء بالرغم من أننا لاحظنا في المثال 4.6 أن [×] منفصلة عند 

دل عدد صحیح . ۱ 

مثال 4.7: 


الدالة ‏ × - ۷2 = (10 دالة متصلة من الیسار عند ۰2 ولکن لا حقق الاتصال 
عند 2؛ لان 2 ليست نقطة داخلية في نطاقها. 
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=2 


منتدى افريقيا سات 


|2 +ع 


برهن أن منفصلة عند 2-. 
برهن (2- 6 
استخدم مبداً الاستقراء الرياضى لتعميم النظرية 4.2 في حالة عدد نهائي من الحدود 
أو العوامل ؛ أي برهن على أنه إذا كانت كل من 8۰8 5 دالة متصلة عند 
a‏ 
فإن Df‏ دالة متصلة عند 2 وكذلك IIe‏ دالة متصلة عند ۵. 
i= i=l‏ 
برهن على أن كل دالة كثيرة حدود (۳0۱۷00۳1۵1) تكون متصلة على ۰ 
برهن آن: 
ifl 0‏ 1 
f(x) =‏ 
if xER~OQ‏ 0 
تكون منفصلة في كل مكان. 
برهن على أن: 
x if x QN[0<“1]‏ 
f(x) =‏ 
if x [0<1]~Q‏ - 1 
لنفرض أن ۶ مُعرّفة على [41 0] كالآتي: 


إذا كان × عدد غير قياسى أو صفر فان 0= 1 وإذا كان - 
عندما يكون. م, 0 عددين موجبين صحيحين ليس بيهها عامل مشترك (أي أن 


۹ 
غتصر إلى أقصى ما يمكن) فان = (2 )1. 
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برهن أن ۶ منفصلة عند كل عدد قياسى ومتصلة عند كل عدد غير قياسى في 
[041]. 


7 استخدم النظرية 4.4 لرهان أن الدالة ‏ 1 + ۷ -(8)# متصلة. 
3 1 
۸- برهن النتيجة 4.1 ب. 


0 برهن أنه إذا كانت 4 دالة متصلة غير سالبت فان ۷/۲0 = (×)1 تكون دالة 
متصلة . 


1 - برهن أنه إذا كانت 4 متصلة عند ۾ و0 < ع8 فإنه توجد فترة مفتوحة 1 تحوي 8 
بحيث يكون لأية نقطتين ر×٤‏ ,× في 1 8 > إلي؟ - (|. 
-/١‏ برهن أنه إذا كانت ] متصلة على (0» ه]. فان ؛ محدودة هناك . 


(إرشاد: استخدم النتيجة 1 أ ونظرية هاين - بوريل). 


Function Limits مایات الدوال‎ 5 


من الضروري في بعض الحالات دراسة سلوك الدالة عند نقط تکون قريبة الى نقطة 
معينة ليست في نطاق الدالة. على سبیل الثال فإن «مشتقة الدالة» وهي النظرية الوضحة 
بالتفصیل في الفصل الخامس» قد بنیت على أساس هذه العلاقة. وتکمن مهمتنا الآن في 
وضع آساس غذه النظرية . من اللائم في هذا الوقت أن نقدم بعض رموز ذلك النوع من 
الفئات الذي سیواجهنا مرارا في الناقشة التالية : إذا كان 2 عددا و 0 < 8 لتکن ,^ فئة 
معطاة على النحو الاتي : 


A, = (a ¬ 8 “a) U (a “a + 8) 


تعر يف 4.3: 
لنفرض أن دالة وأن بآ ,2 عددان؛ فإن ٤‏ لها نهاية .1 عند ۾ بشرط أن نطاق ٤‏ يحتوي 
على يل لعدد موجب ما 8 وتوجد دالة ؟ بحيث يكون: 
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منتدى افريقيا سات 


أ - «#- ۴ لكل : في ,۵. 
ب ]متصله عند ۾ وكذلك 

.f (=1 - ج‎ 

في هذه الحالة نکب .lim f(x) = L‏ 


وعندما يكون الحرف الذي يرمز للمتغير في نطاق الدالة ؛ واضحاً فإن النهاية المذكورة 
تكتب باختصار کا يلي : .lim, f(x) = L‏ 

لكي بكون التعريف مألوفاً لدینا يجب أن ندرس بعض الاحتمالات . إذا كانت ؟ متصلة 
عند ة فإننا نستطینع أن نأخذ ؟ هي نفسها؟ و 1= (10 رضنا تصبح عندئل 

(1)3 = 100 ,”نا . وهذه هي بالفعل طريقة تعريف الاتصال عند ه. ولكن مفهوم 
نهاية الدالة أوسع من مفهوم اتصال الدالة. لهذا السبب یطرح السؤال الآتي: في اب حالة 
يكون فيها .1 = (×)؟ ,نا موجوداً رغم أن 6 منفصلة عند ۵؟ 

أبسط مثال على ذلك هو عندما تحقق ۶ کل شروط الاتصال ما عدا أن ()1 غير 
معرّفة» أي أن ه غير موجودة في نطاق الدالة 1. 

نوضح ذلك في الدالّة التالية: 
مشال 4.8: 

إذا كانت 


0-1 


im f) =2 الم <(0 فان‎ 


واضح ان 1 لا ينتمي إلى نطاق ؟» ولکن لأية قيمة أخرى × فان (10 مُختصر إلى 
1 + *. هذا السبب نأخذ 1 + = (6)؟ والتي نعرف بأنها متصلة. (انظر رین 
4.45( . 


إذن 2= () ؟ = ()؟ يسنا 
توضيح آخر وهو وجود نهاية دالية ؟ لدالة منفصلة يمكن أن يعي في البداية بدالة متصلة 
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ا ثم ثغتر قيمة الدالة عند 2 من f (a)‏ إلى عدد آخر: لنقل ۷. ولنسمی الدالة احديدة 
ا ومنها فان 5 منفصلة عند ه لأن (ه) ۴ * 44 ولکن (ه) ۶ = (10 ,نا 
توضح هذه الفكرة في الدوال الآتية: 


مسال 4.9: 


واضح أن f(0)‏ ع0 = lim, f(x)‏ 
تبدو الدخيلة واضحة في الثالین الأخيرين, فالدالّة 7 في كلتا الحالتين متصلة تقرياً 
(دنامنا هه راعفعت) ونقوم ببعض الأعمال التي تبدو غير طبيعية لكي نحول دون وجود 
الاتصال. هذا هو بالضبط الانطباع الذي يتكون لدى القارىء حول نبایات الدوال وتحدث 

فقط عندما تكون الدالة «متصلة تقريبا». المصطلح «تقريبا متصلة» بحاجة إلى توضيح . 

إن دراسة سريعة لتعريف غاية الدالة 1 = (*)4 رصنا تبين لنا أن الدالة المعطاة 
وهي ۴ تختلف عن الدالة المتصلة 5 فقط عند النقطة ه نفسها وربما لا يكون هناك أي 
اختلاف أيضاً إذا كانت ۶ متصلة. اذن نحن على حق بالفعل في قولنا ان ۰ )4 هنا 
موجودة إذا كانت وإذا كان فقط من الممكن تعريف (۶)2 أو تعريفها من جديد لكى 
تصبح متصلة عند 2. لهذا يمكن التفكير في هذا على أساس «إزالة الانفصال» وذلك بتعريف 
(ة)؟ كما ينبغي . بالفعل فان هذه الظاهرة تسمى «الانفصال القابل لاؤزالة ۲۵0۷۵0۱6 


. «discontinuity 


6 المعيار المتتالي لنهایات الدوال 


The sequential criterion for function limits 


كا في موضوع الاتصال فإننا نرغب في تأسيس ارتباط بين ايات الدوال ونهايات المتتالية 
ما يساعد في بحث نهايات الدوال. هذا هو موضوعنا اللاحق. هذا هو هدفنا القادم. في 
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المناقشة التالية فان المصطلح «؟ ها نهاية عند «» يعني أنه يوجد عدد .1 حيث للدالة ۶ ناية 1 


عند ۵. 
نظرية 4.5 المعيار التتالي لنهایات الدوال: 
لنفرض أن ؛ متصلة بحيث يحتوي نطاقها على ,2 لعدد a‏ وأن 0 ؛ عندئذ فان 
الحمل الاتية متكافئة : 
أ - ]ها اية عند ه. 


ب - إذا كانت 5 أي متتالية في ,۸۵ بحيث تكون ۵ - رصنا فان إ(۲6) 
تقاوية: 

البرهان : 

أولاً تفرض أن ؟ ها نهاية عند ه ولتقل .1 - ۱۳,100 . لفرض آن, هى 
الدالة المتصلة عنده بحيث يكون 700-12 و 10( في ۸ إذن؟ 
تحقق © © 5. لندرس أي متتالية و في ,۵ بحيث يكون 4= ,"زا . استناداً 
للخاصية (ب) من © © 5 1 = (,) ]ماع (,1)5 سنا . هذا السبب فان (أ) 
تؤدي الى (ب). 

على العکس. لنفرض أن (ب) صحيح . نجزم أن هنالك عدداً وحيداً هو 1 حيث لكل 
متتالة 5 في ,۸۵ تقاربية إلى 8. تكون للمتتالية ( ,4145 التقاربية نهاية مساوية للعدد 
ا. لد إنه إذا كانت 1 متتاليتين في ,۰۸ نفرض أن ,ا = (ماا ,تنل 
مآ > (05 ,هن ندرس الآن المختالية ...24,6 ره را٤‏ رك دس واضح 
أن كل با في ,4 وان کن یهن من (ب) نعرف أن ((,40) تقاربية. 
لندرس المتتاليتين اجمزئیتین التاليتين للمتتالية . ((,400) : 


lim, (u,,_,) > lim, f(s) = با‎ 
lim, f(u,,) = lim, f(t) = سآ‎ 


وبا أن كل التتاليات الجزئية لتتالية متقاربة ((,10) لا بد أن تتقارب إلى الغباية 
نفسهاء ينتج أن ,1= با. 
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الآن عرفت (2)8 لتكون قيمة النهماية المشتركة: با <- (2) ] وعرّف 
۱ = () ؟ على ,۵. اذن (ب) توضح ان ] تحقق الخاصية (ب) من © © 5 
تال فان ۶ متصلة عند 8. 


بذلك فان ] ها نهاية ما عند ۾ وهذا یوضح أن (ب) تؤدي إلى (). 


كا في © © 5 فإن من الملائم اختصار العیار التتالي لنهایات الدوال وفییا بعد سنشير إلى 
مظرية 4.5 بالرمز ا © 5. 

بعد أن أدخلنا مفهوماً آخراً لنباية الدالة» نثر السؤال نفسه الذي وجهناه في النظريات 
' ۰2.3.۰ 2.4 والتعلق بالتركيبات الجبرية للنهايات . في الوقت الحالي نعرف أن النتائج 
سابقة يمكن أن توضع للاستعمال الحيد. هذا السبب تركت البراهين کتمرینات . 
نظرية 4.6: 

إذا كان لكل من الدالتين ع ,1 اية عند ه. فإنه لكل من الدوال الآتية ع +۰1 
٠ ١‏ م60 ناية عند 8؛ وني هذه الحالة يكون: 


lim, (f * رع‎ = lim, f(x) + lim, g(x) 


lim, (fg) x = [lim, f(0] im, [(مه‎ 


f ۱‏ 
علاوة على ذلك نقول: إذا كان 0 (*)ج بصن فان ذات نهاية عند ۵ و 


الرهان : 
انظر التمرينات 4.6.4, 4.6.5 4.6.6. 
في مناقشتنا للنهایات الدالية تعمدنا تجنب التعريف المعتاد 8 -ع . مع ذلك فإن من 
الهم أن نبين تكافؤ التعريف العتاد للنهاية الدالية مع التعريف الذي استخدمناه هنا. هذا 
هو محتوى النتيجة التالية. 
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نظرية 4.7: 
إذا كانت دالة و .1 ,۾ عددین فان الجملتين الآتيتين متكافئتان: 
6 00-2 
ب إذا كان 0 <ع فإنه يوجد عدد 8 بحيث انه إذا كان: 
8> | - »| >0 فإنع في نطاق؛ »۰ > |1 - ()|. 
الرهان : 
أولاً نفترض (أ) ولنفرض أن دالة متصلة عنده مع 1060-1 
و () = 100 خلال ۵ ل +۵4۵ لا .)a- ca‏ إذاكان 0<ع 
فإنه يوجد عدد مرجب © > 8 بحيث إن: 
>-0 م - |(ه) ؟ -(م :| كلاكان 8>إه-ع|>0. رن 
باستبعاد ۾ = × في (1)» نستطيع أن نضع ۴ بدلا من 6. والذي یعطینا: 
-L| >٤‏ 0| كلاكان 8>إه-ع|>0. 
هذا یثبت أن (أ) تتضمّن (ب). 
على العكس من ذلك. نفترض أن (ب) تصح. تمرف 0 = (6 7 لكل ه × 


و با () ). بالتالي فإنه من الواضح أن تحقق التعريف 4.1 وبذلك يكون 
.lim, f) = L‏ 


7 المايات المختلفة للدوال Variations of function limits‏ 
توجد عدة أنواع مشتركة للنهایات الدالية. على سبيل المثال فإننا نستطيع تعريف «نهاية 
(00)؟ عندما × تؤول إلى ما لا ای» ويرمز ها بالرمز .1 = (10 صا كالآتي: 


إذا كان 0<ع فإنه يوجد عددا بحيث إن ×۸ <× يؤدي إلى 
ع > إنا- (6ا]. 
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هذا هو النظير الصحيح لنهاية المنتالية؛ إذ إننا غیرنا («)1 × بدلاً من ,8,5 على التوالي. 
النتيجة الصحيحة لهذا التغيير الرمزي هي استبدال نطاق التتالية 80 بنطاق الدالة الذي 
بكرن على شكل (ه ٤‏ 4) , غنذها يكون ا - (10 imا‏ ». فان الخط 1 -(8ر هو 
خط التقارب الأفقى Horizontal asymptote‏ - نحق الُدالة *. يمكن تعريف 

۱ . بالأسلوب نقسه‎ lim f(x) 

هنالك نوع آخر مألوف من أنواع نهایات الدوال هو (النهاية من جانب واحد 006-51060 
۱( . يمكن تعريف ذلك بالقول بأن للدالة ۴ نهاية من الجانب الأيسر عند ه تساوي ا 
شرط أن يحوي نطاق ۶ فترة مفتوحة (ه» 8 - ه) وتوجد دالة ۴ متصلة من اليسار عند 2 
حيث یکون (18 = (17)80 على (2)4-8642 1= (ه) ؟. 


ويرمز لذلك باحدى الطريقتين: 


lim f(x) = L, 


و 
بآ ع lim f(x)‏ 


أو ببساطة 
.f(a=)=L‏ 


بالطريقة نفسها نعرف النهاية من الجانب الأيمن عند ۾ والتي يرمز لها باحدى الطريقتين: 


.1)۵+( أو 1 ع‎ lim اع (م؟‎ « lim 1) =L 


تصح نتائج النظرية 4.6 عن التركيبات الجبرية على النبایات من جانب واحد وعلى 
التبايات عندما تؤول × إلى ما لا نباية. برهان النظرية 4.6 في حالة النهاية من جانب واحد 
قريب جداً من برهان النظرية 4.6. وعندما تؤول × إلى ما لا نباية» فإن الرهان مشابه 
لبراهين النظريات 2.3 2.4. التفصيلات مطلوبة في التمرينات 47.7 4.7.8. 


تمارين 4.7 


3 
- = (؟ فان + ا نهاية عند 2. 


-١‏ برهن أنه إذا كانت 
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-1 
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(2 -ع اتن 


برهن أنه إذا كانت = (×)؟ فان ؟ ها نهاية عند 2-. 
4 - م 
ق ی ض - "( 5 5 
برهن أنه إذا كانت سس = ()]. فان 1 لما نهاية عند ۵. 
(x = a)‏ 
(إرشاد: : « عدد صحيح موجب). 


برهن أنه إذا كان لكل من الدالتين ؟ وع ها هاية عند ۵ فإن: 
(f + 8) (x) = lim, f(x) * lim, 8(%)‏ ع lim,‏ 
برهن أنه إذا كان لكل من الدالتين ] وع ها نباية عند ۵ فإن: 


lim, (fg) (x) = |, 1[ 1, زواع‎ 


برهن أنه كان لكل من اندالتین ؟ وع ها هاية عند ه و ۶0 («)ع ,ال فاد : 
lim f‏ 
lim, ) 1 ۳۹ 0 im, f)‏ 
lim, g(x)‏ 8 


أعرض وبرهن نظيراً للنظرية 4.6 في حالة النهايات من جانب واحد. 
أعرض وبرهن نظيرا للنظرية 4.6 في حالة النهایات عندما × يؤول إلى ما لا نباية . 


برهن أن 0 lim‏ . 
عوجر 

برهن أنه إذا كان 0 مه » 0 ,ها فان: 

n 
a,x +... + a, XxX +a, 20 
lim 5 
xb x اواج‎ 5 

n 1 0 


برهن أنه إذا كانت غير تناقصية على ۰1 فان لكل ۸ في )» تكون (-ه) ؟ 
موجودة . 

برهن أنه إذا كانت ٤‏ مطردة (تناقصية أو تزايدية) على ۰8 فان لكل ۾ في ۸ وتكون 
(-8)ق (+4)؟ كلاهما موجودة. 
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3 برهن معيار كوشى للنهایات عندما . © +× : .ا = (10 ”نا إذا كان وإذا كان 
فقط لكل 0< e‏ يوجد عدد 8 بحيث إن + > |(6) - (80] . كلما يكرن 
8 < ع » J>B‏ 
عرف »© > (0] سنا كما یل : 
xa‏ 7 
إذا كان 8 عدد. فانه يوجد عدد موجب 8 بحیث إن (8 + (a, a‏ في نطاق 1 
و 8 <(۶0 کلا کان 8 ۸ - > 0. 


3 برهن آن: 
1 ۱ 
lim <‏ 
2-3 "وم 

۳ برهن أنه 
2x‏ ۲ 
lim = o,‏ 


xl x —1‏ 
6 برهن أنه إذا كانت 4)*(<0 لكل ». فان =٥‏ (10 نا إذا كان 
وإذا كان فقط 
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الفصل الخامس 


نتائج الاتصال 


(Consequences of Continuity) 


1 مدى الدالة التصلة 


(The range of Continuous function) 


في هذا الباب نستنتج خواص الدوال التصلة على فترة تكون عادة مغلقة. وهذه 
النظريات تعتمد اعتاداً وثيقاً على خاصية كيال ۸ و من خلال نظريات الباب الشالث. 
في النظرية الأولى نؤكد على محدودية الدالة التي تعنى أن مداها فئة محدودة. وعلى وجه 
الخصوص فان الدالة ۴ محدودة على الفئة 2 إذا وجنا ذلك العدد 8 بحيث يكون 


8 > |:| لكل » في ظ. 
نظرية 5.1: 

إذا كانت الدالة ؛ متصلة على الفترة [6 ,8] فإنها محدودة عليها. 
الرهان : 


نفرض أن ۴ ليست محدودة على [ 8.0]. نبین أن ۴ ليست متصلة على [ط ,8]» وحيث 

انه لا يوجد عدد موجب يمكن أن يكون حداً أعلى لمدى 6 فإنه يمكننا أن نختار لكل« عددا 

,في [2.5] بحیث إن 2 <| 46 | . عندئذ فان 5متتالية محدودة لأن 

« ,5 > ه لكل «. ووفقاً لنظرية بولتزانو - فيرشتراس (نظرية 3.1) فإنه يكون له 

متالية جزئية تقاربية» ولنقل ع = رم ,۱,۹. وكذلك وفقاً للمفترض 22 ينتج أن »ع 

ى [ط.ه|] . ولكن لكل هيكون )8 < | 16| . ولذلك فإن 
97 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


حم ( لمع غير حدودة» وبالتالي فهي غير متقاربة. وبالتالي ووفقاً للمعيار المتتالي 
للاتصال 550 (نظرية 4.1) تکون ؟ غير متصلة على »۰ وبالتالي فهي غير متصلة على 

.]2, 9[ 

ومن الضروري في النظرية 5.1 الافتراض أن الفترة محل الدراسة هي فترة مغلقة» والا 
فان الاستدلال (التضمین) قد یکون (أو ربا یکون) غير صحیح . ندرس الثال التالي : 
مشال 5.1: 


نعرف  .‏ =( على [00,1. 

وفقاً للنظرية 4.2 تکون ۶ متصلة في کل مکان فيا عدا الصفرء وبالتالي فان ؛ متصلة على 
11 ,0) ولکن « )۲ > ولهذا فمن الواضح أن ] ليست محدودة على [1 ,0(. 
وسنیین في النظرية القادمة أنه إذا كانت ؟ دالة متصلة على فترة مخلقة فإن مداها لا یکون 
محدوداً فحسب, وإغا سيحتوي فعلياً على أصغر حد اعل وأكبر حد اسفل. ومرة آخری من 
الضروري افتراض أن الفترة مغلقة. فعلى سبیل الثال تکون الدالة المحايدة « = (10 
متصلة على (1 ,0) ولکن مداها (0,1) ومن الواضح أنه لا يحتوي على أصغر حد أعلى ها أو 
على أكبر حد أسفل . 
نظرية 5.2: 

إذا كانت ؛ دالة متصلة على الفترة المغلقة [2,6] فإنه يوجد العددان .0 في 
[ط ,2] بحيث یکون (1)0> (*«)! > )1 لكل × في [5,ه]. أي أن: 


f(c) = min 10 : © [a, 0 


f(d) = max {f(0 ٤ x € ] bJ}. 
: الرهان‎ 
حيث إن ؟ منصلة على [ط ,8] فإنه وفقاً للنظرية 5.1 تكون ؟ محدودة في هذه الفترة‎ 
المغلقة. ووفقاً لمسلمة أصغر حداعلى (18) يمكنناأننعرف‎ 
طس = 34 . ویب أن نبين أن هناك عدداً 4 في [ط .ة]‎ 1100 : x ,ماع‎ b]} 
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۱ ۱ ی 1 
بجت ۲۳ ۲ = (1)0 . ولکل عدد صحیح موجب « فان ۳ - M‏ لا يکن 
ن يشكل حدا أعلى لدی 2 ولذا يمكننا أن نختار ,5 في [ط ,3] يحقق التباينة : 


1 
> > - - ۷ 
بحیث إن ط > ,5 >3 فان نظرية بولتزانو ‏ فیرشتراس تضمن وجود متتالية جزئية 
هاربية. لنقل 4 < 5 ,"1 ويؤكد لنا الفترض 2.2 ان 4 في [ط ,8]. والان 
لکل عدد صحيح موجب ١‏ لدينا: 


ص۳۴۳ 


k (n) 


:ا > 6 >[ 


۳ 


رمکذا فان ۰ ۷ (ني,,5)؟ ,نا . ولکن 4 = رې ,"ا ایض و5 متصلة عند 
+ ولذا وفقاً للمعیار التتابعي للاتصال (506) یکون (0)! = (ری,6) ؟ متنا. 
وبذلك ووفقاً لوحدانية نهاية التتالية رنظرية 2.2 تکون 24 = (1)0. واثبات أن 


([5 ,)> × : (200) ط1ع في مدی ] يمكن إجراؤه بطريقة ممائلة (انظر تمرین 5.1.1). 


غارین 5.1 


(١‏ اکتب بالتفصیل باقی برهان النظرية 5.2: إذا كانت ] متصلة على [ط ,ه] اثبت أنه 
یوجد عدد © في [ط ,2] بحیث یکون 4 < (0؟ لكل ×في [ ,2]. 


ات أعط مثالا يبين أن الليدين یز E‏ ۳ ن بنظرية 5.2 
يمكن أن تتحققا في أكثر من نة نقطة واحدة في [9 .[a,‏ 
2 أغط مثا لدالة (أو ین ابا لا يمكن أن توجد) محدودة وأحادية على [0,1] ولكنها 
3 
کے امك أواتين ‏ لوجع ا 
۱ (4 - ) 
والصغری على [141-]. 
أثبت أن الدالة 5+ ×+ 2 -× = («)۴ تصل إلى قيمتها الصغرى على 
الفثرة خا (ارشاد: »© - ()؟ عصن) . 


+ یر 


وو 


= 10 تصل ال قیمتیها العظمی 


مر 
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6 أثبت أنه إذا كانت م كثيرة حدود من درجة زوجية وكان معامل الحد ذي أعلى درجة 
موجبا فان * تصل إلى قیمتها الصغری على ۸| . (ارشاد: انظر رین 5). 


(The Intermediate Value Property) خاصية القيمة الوسطى‎ 2 


يك في النفظرية ی من أية خاصية أخرى 
- سبب اختيارنا لكلمة متصلة في توصيف هذه الدوال. عندما نتحدّث لطالب مبتدیء عن 
الاتصال في حساب التفاضل والتكامل فإننا عادة نلجأ إلى الوصف البیان : فمنحني الدالة 
المتصلة يمكن رسمه بواسطة منحني متصل دون رفع القلم أو الطبشورة. وبذلك لا يحتوي 
مثل هذا المنحني على «ثقوب» أو «قفزات» أو «أجزاء محذوفة» . ونعبرعن هذه الخاصية بدقة كما 
يلي: إذا كان عم أي عدد يقع بين عددين في مدى 1 فإن م نفسه يجب أن يكون في مدى . 
ویسمی مثل هذا العدد م بالقيمة الوسطی » كما يقال عن الدالة التي يحتوي مداها على كل 
القيم الوسطی : انها تتمیز بخاصية القيمة الوسطی . وتنص النظرية التالية على أن الدوال 
المتصلة على فترة يكون ها هذه الخاصية . 


نظرية 5.3 نظرية القيمة الوسطى: 
إذا كانت الدالة ؛ متصلة على الفترة [ط,8] حيث  #)6(‏ (1)8 وكان س عدداً 
بين (18 4 (۴)0 فانه يوجد ذلك العددء في (2.0) بحيث يكون سم = (1)0. 


الرهان: 

يمكننا - دون الإخلال بالعمومية - الافتراض أن (1)0 > س > (1)8 . نفرض أن 5 
هي الفئة المعرّفة كما يلي: لس > 100 :[ط .]ع ») = 5 . عندئذ فان ه في 5 ولذا 
فان 5 ليست خالية ومحدودة من أعلى بالعدد [. نعرّف 5 ده . ونؤكد أن 
م = 100 ثم نت ذلك بتبيان أن سر > ( ٤٤)‏ م < 100 يؤديان إلى تناقض. 
في البداية نفرض أن 10۳ . بالاستناد للمفترض 42 توجد فترة 
(8+ع864-) تكون سمر> 12 في كل مکان داخلها. عندئل 

8 8 : 
سر >[ + «fle‏ ولذا فإن 2 + موجود يي 35 ولكن 
100 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


ود بع ما يتناقض مع اختيار » كحد أعلى للفئة 5. والآن نفترض أن 
سم < (ء)؟. ومرة آخری ينص المفترض 42 على وجود فترة (0 +4486 -ع) 
بحیث إن س <(×) في كل مكان داخلها. عندئذ فإن ۵ ۰ < × تؤدي إلى 
سر< (٭)۴ التى تخبرنا بأن أي × أكبرمن ۰-4 لن يكون في 5. وبذلك فان 
لدع هو حد أعلى للفئة 5 ما يتناقض مع اختیار » بوصفه أصغر حد أعلى للفئة 5. 
٠حيث‏ إن ] معرفة عند ت ولا تحقق أيا من عر > ()؟ و ۲ < )4 فاننا نستنتج 
أن سرح )1, 

لكي نقدر العمومية التامة لنظرية القيمة الوسطى يجب إدراك أنه إذا كانت ۶ متصلة على 
أبة فترة (مفتوحة. مغلقة أو نصف مفتوحة) فإنه يمكننا اختيار أية نقطتين في الفترة لتقومان 
دور 8,5 في النظرية 5.3. وبذلك تكون [ط ,ة] محتواة في الفترة الأصلية» وبالتالي 
بان ) متصلة على الفترة المغلقة [ط ,8]. وبذلك يمكننا أن نستنتج أن لأية نقطتين a,b‏ 
ې فترة تكون عليها ؛ متصلة فان مدى ٤‏ يحوي كل قيمة وسطى بين (1)0 » (10. 

وکا في كل الحالات تقريباً عندما نثبت تضميئاً مشل ذلك الذي تنص عليه النظرية 5.3 
جب أن نتساءل هل يتحقق التضمين المعكوس (عكس النظرية) أي إذا كانت للدالة 1 
حاصية القيمة الوسطى فهل من الضروري أن تكون متصلة؟ والإجابة هي لاء كا يتضح 
من المثال المضاد (عامصxaء )countere‏ التالي . 
مشال 5.2: 


نعرف ( ل ( sin‏ = و إذا كانت ۶0 ×و 0= (۴)0 . عندئذ فان ۴ ليست 
مصلة عند الصفر لأن (۶0 ”ذا غير موجود (مثال 4.5). ولكن مع تذبذب 
۱ ۶ حول الصفرء نرى أن كل قيمة في مدى ٤‏ (وهو [1» 1-]) ستتحقق (أي 
سأخذها الدالة 6) في أي فترة (ع»0] مها كان ع صغيرا. 


ويمكن توحيد النظريات ۰5.3 5.2 5.1 في منطوق واحد يقدم آفاقاً جديدة للخواص التي 
س عليها. 


ننيحة 5.3 : 
إذا كانت ۶ متصلة على نطاق هو عبارة عن فترة مغلقة فان مداها يكون أيضاً فترة مغلقة . 
في بعض مناهج الجبر الأولى يتم إثبات أن ۷2 ليس عدداً قياسياً (منطقاً). ويتم 
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m 


التوصل إلى ذلك بتوضيح أن الافتراض حد = ۷2 حيث 2,8 في لا يؤدي 
إلى تناقض . وبا أنه لا يتم التركيز عادة في منهج أولي على ذلك فإن الإثبات لا يبين أنه 
يوجد عدد حقيقي مربعه يساوي 2؛ فيتم أساساً اثبات أن ۵ لا تحتوي على مثل هذا العدد. 
وبمساعدة نظرية القيمة الوسطی یکننا أن نشت أن تحتوي على مثل هذا العدد. وهنا 
ستثبت أن 12 تحتوي على جذور موجبة وحيدة من أية رتبة. 

نظرية 5.4: 

إذا كان 0<ه» وم في N"‏ فانه یوجد عدد موجب وحيد »© بحيث يكون 
c"=a‏ أي َنْ: ۷۵ „c=‏ 

الرهان: 

ندرس الدالة ] العرفة بالعلاقة "×= (×)۴. عندئذ فان ؟ تكون متصلة على 
[ه + 0,1] + وأيضاً  80(<0‏ وكذلك 


f (1 + a) = (1 + a)" =1 + na + ... + a" >a 


ووفقاً لنظرية القيمة الوسطىء فان هناك عدده في (048+1) بحيث يكون 
ه = (ء)؟ ».أي أن ه-"ه . ولكي نبين أن » هو العدد الموجب الوحيد الذي 
يحقق هذه المتساوية نفرض أن 0> b‏ وأن =a‏ "اط عندئذ فإن 
۳ = ان وبذلك فإن: 


0 = "م - "م‎ 
= (b - e) چا‎ b" 72c + .... + be7? + ولج‎ 


حيث لا يمكن للعامل الثاني أن يساوي صفراً؛ لأن 0< ط4 0<» ؛ وبذلك يكون 
معط 


تمارين 5.2 


1- أثبت أن للمعادلة ‏ 1-0- تم +ثم- »2 حلافي (0,1. 
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2۔ أثبت أن ۴ المعطاة بالصيغة 7 + ×2 + × = (۳0 فا صفر حقيقي («صفر» 
الدالة ‏ هو العدد 2 بحيث تكون 0 = (1)2). 

- أثبت أنه إذا كانت م كثيرة الحدود من درجة فردية فان لها صفر (جذر) حقيقي 
(ارشاد: قارن بالتمرين 5.1.5). 

د نفرض أن دالة متصلة على [بع] وأن  ]8,5[‏ [ل ,ء]. أثبت أنه يوجد 


عدد س في [8,6] بحيث تكون: 


1) + f(d) 
2 


= (۳)؟ . 


5 آثبت نظرية النقطة المثبتة «6ع1060 امزم-۳:۵0»: إذا كانت ۲ متصلة على 
[1 ,0] وكان مداها [0,1] أيضاً عندئذ توجد «نقطة مثبتة) » في [1 ,0] 
بحيث يكون » = (8)0 (ارشاد: ادرس × - (10 = («)ع). 
6 أثبت أنه: إذا كان كل من »8 متصلة على [2,0] وكان ()ع = (10 لكل 
عدد قياسى 7 في [ط ]a,‏ فان (#«نع = (×)۴ لكل ×في إ[ط ,ه]. 


(Uniform continuity) الاتصال المتتظم‎ 3 


يسمى مفهوم الاتصال الذي درسناه حتى الآن بالاتصال النقطي ۳0(00۳56) 
(]000]11 . وتستخدم كلمة النقطى للتأكيد على حقيقة أن اتصال الدالة يعتمد بشكل 
ملازم على نقطة خاصة في النطاق: (18 = (؟ ین . وهذا الاعتاد يكن توضيحه 
بواسطة فحص مدقق بالتحقق بدلتا ‏ ابسیلون ع من الاتصال في الأمثلة التالية . 


مثال 5.3: 
إذا كانت ”×= (20 فانه يمكن تبيان اتصاها عند بالتحليل: 
a 5 3 3 1‏ + ۳ = اه - ۳ = f(a)|‏ تس 6 


103 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


عندئذ فلأي عدد مُعطى 0<: نعرف ((ه| + 1)/ء “ 1) منص =8 » وبهذا 
الاختيار للعدد 8 من السهل أن نری أن 8>إه-*|ا تؤدي إلى 
f(a)| < e‏ - )4 . 

ولكن التفصيل الام هنا هو أن اختيار 5 يعتمد على 42 ع على السواء. والآن للفرض ٠‏ 
أن نطاق 4 قد قيد بفترة ما ولتكن مثللاً [5»5-]. عندئذ فلأي ه في نطاق ی ٠‏ 
5 > |3|. الآن يمكن تغيير اختيار 8 إلى (2 14) ê = min‏ . في هذه الحالة | 
تعتمد 8 على فقط بصرف النظر عن النقطة المنتمية إلى النطاق التى نتحقق من اتصال 
الدالة عندها. 

مثال 5.4: 


و مس ا 
نفرض أن x‏ = ل کالعتاد نبدأ بتحليل: 


ولأي عدد معطی 0 < ع نعرف كه min { lc‏ ده 


عندئذ ۶ > |ه - ×| يودي إلى سید < وبذلك: 


مرة آخری نری أن تعریف 8 یعتمد على ۵ وء على السواء. وقد يمكننا وصف هذا 

الوضع إذا لاحظنا أنه لكي نضمن أن یکون > صغير فانه من الضروري 

ولا أن نحدد »| لتکون بعيدة عن الصفر. ونتوصل إلى ذلك بأن نطلب أن تکون 

> عندئذ فان ة>إة-×| تؤدي إلى أن تكون × بين 

« والآن نفرض أن نطاق ؛ مقيد بالفترة (*» 1] وبذلك فان كل 

النقط في نطاق ] تبعد على الاقل بوحدة واحدة عن الصفر. عندئذ یکون 
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أه دع < ةا لأن 1< 2 . وهكذا عکننا اختیار ع - 85 حيث من 
طالا كان 8>إه -ع|. 

حتلفة ل ۵ في نقط مختلفة من نطاق ۶. وهنا یکمن الدافع لطرح الفهوم اللاحق آدناه. فضلا 
عن تسميته . 

نعر یف 5.1: 

تسمى الدالة ۴ متصلة بانتظام (yاuniform)‏ على الفئة © إذا كان لأي 0< م يوجد 
عدد موجب 8 بحیث يكون لاي ٤×,‏ ر× في 2: 


> ار - ,×| تتضمن ۰ > |( - (»|. 


وفي مشال 5.4 و 5.3 أثبتنا أن ×= (*1)0 متصلة بانتظام على [545-] وان 

2 - (10 متصلة بانتظام على (14] . وفي الحالتين فان دوري یا في 
نعريف الاتصال بانتظام كان يقوم با ه ,× على الترتيب. وهنا مثال آخر بسيط للغاية 
ولكنه يوضح بجلاء الانتظام المطلوب في اختيار 8. 


مثال 5.5: 


إذا كان 100-0۱ و 0<غ . نعرف 
> رن 5 ۳ يؤدي إلى : 
[f(x - f(x)| = [(mx, + b) - (mx, + b)|‏ 
| 5 59 


=( ك )اس > 


وبالتالی فان ۶ متصلة بانتظام على R‏ . 
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لاحظ أن الاتصال المنتظم على أية فثة 2 ينتج منه الاتصال المنتظم على أية فئة جزئية من 
.D‏ 

وهذه نتيجة مباشرة من التعريف. وکا سترى في)] بعد ينبغي أخذ الحذر إذا ما حاولنا 
تكبير النطاق الذي تكون فيه الدالة متصلة بانتظام . 


مشال 5.6: 
إذا كانت ا = (10 فان ] متصلة بانتظام على كل من الفتتين (*»0) 
و (0> ©-) ولكن ؟ ليست متصلة بانتظام على اتحاد الفئتين لأنه لأي 8 يكون الفرق بين 
العددين 
5 8 8 ۱ 
۲ ۰ م سد مساويا < . مع ذلك 


2 = |( - (ن]. 

قدمنا مفهوم الاتصال النتظم بوصفه حالة أو نوعاً خاصاً ‏ آقوی - من الاتصال النقطي . 
وهذا التناول إنما یقترح انه لكي تکون الدالة متصلة بانتظام على فئة ما فان هذه الدالة 
يجب أن تکون متصلة (نقطیا) عند كل نقطة من هذه الفثة . ویقدم الافتراض التالي النص 
الشكلي لهذا الوضوع. 
مفترض 5.1: 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة بانتظام على الفئة 0 وكانت 8 نقطة منتمية إلى 0 فان ؟ متصلة 
عند ۵. 
الیرهان : 

لا پوجد تقريباً ما نثبته. نكتفي ببساطة بکتابة تعریف الاتصال النتظم باستبدال ,* ب × 
ولا ب 3 
إذا كان 0<ع یوجد عدد موجب 8 بحیث إنه لأي × في ظ يژدي 

0) [O - fa| <: إل‎ |x-a| <8 
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ومن هنا ووفقاً للتعريف تكون ۶ متصلة عند . 

في البرهان السابق أغفلنا نقطة صغيرة» هي افتراضنا في تعريف () يسنا أن 
SS‏ والآن نقول فقط ان ۾ يجب أن تكون في نطاق 

. ومع ذلك فهذه ليست مشكلة جدية» لأنه يمكننا الاتفاق على أن التضمين (1) الذي 

ا الرئيسية للاتصال عند ه يتطلب فقط كي يكون صحيحاً أن تكون × في نطاق 
ا. أي فقط لقیم × التي تکون عندها (10 ذات معنى. وهذه هي ۲ هی الصورة الأخرى لتعريف 
النباية والتى استخدمت فییا سبق عند مناقشتنا الختصرة للنهایات من ناحية واحدة والاتصال 
من ناحية واحدة. 

وعلى الرغم من أن الفترض 5.1 يبني العلاقة بين الاتصال المنتظم والنقطي »لله ارج 
سؤالاً أكثر عمقاً: هل الاتصال المنتظم هو خاصية أقوى من الاتصال النقطي؟ أم أن کلا 
متها ينتج من الآخر؟. ولكي نجيب عن هذا السؤال يجب علينا أن ننظر نظرة أكثر قرب لما 
نعنيه بفشل الدالة في أن تكون متصلة بانتظام في فئة © . يجب أن ندرك أننا في مناقشة 
الشالین ل دوك x‏ = )1 م نبين أنه غير متصلتين بانتظام على 

}0{ دع R‏ على الترتيب. لقد استعرضنا فقط أن اختيارنا ل 8 كان معتمداً على 
النقطة 4. وهذا ليس مكافتاً للطريقة التي تبين أنه لا يمكن تعريف ۵ مستقلة عن ۵. لقد 
فشلنا حتى الآن في اثبات أن هاتين الدالتين متصلتان بانتظام على نطاقيهماء وفشلنا في اثبات 
ف أنه غير صحيح أو : خطأ. ولكي نتدبر هذا الامر نعطى أولاً منطوقاً دقيقاً 

لنفي لنفى (06۵۵1100) الاتصال المنتظم . 


تعر يفف 5.2: 
لا تكون الدالة ] متصلة بانتظام على الفئة 0 إذا وجد عدد موجب *ء بحيث إنه لأي 


عدد موجب 8 يوجد عددان ,× ,× في 2 يحققان : 


> اد - |x,‏ ¢ *م < |(ي)؟ - |x)‏ 


مشال () 5.3: 


لكي نيين أن × = (0 ليست متصلة بانتظام على ] نستخدم 1 -*م# كا 
بى : لأي عدد 8 موجب نأخذ العددين 
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۳ ولکن : 
رد 1 " |> # "0 ۳ | 5 lix)‏ 
5 ره 2 
اس + > |= 
وبذلك فإن ؛ ليست متصلة بانتظام على | , 
مثال (أ) 5.4: 
ی 1 
لكي نبين أن 3 = f(x)‏ ليست متصلة بانتظام على [1 ,0) نستخدم 
٤ 5 1‏ 
مج و . إذا أعطى أن 0>8>1 ناخذ ۷5 =× 
8 8 ۶ 
3 2 ۷۵ ع رن لاحظ أنه با أن ۷5 > 5 يكون: 
1ک > >0. عندئذ > 2 = یه - را ولکن : 


ید 9 


كن 
امد ۳ 


|i) - f2 =‏ 
5 
».و 
VS VS.‏ 
1 
2 
وبذلك فان ؛ ليست متصلة بانتظام على [1 ,0]. 


وهناك بعض الحالات يؤدي فيها الاتصال عند كل نقطة من نقط فئة ما« إلى 
الاتصال النتظم على . والنظرية التالية تعطي مثل هذا الشرط وهي النتيجة الأهم في هذا 
الباب . ويلاحظ عمق النطوق من حقيقة أن اثباتنا له يستعين بسلمة أصغر حد أعلى 1.08 
ونظرية هاین - بوریل . 
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بطر ية 5.5: 
إذا كانت ؟ متصلة على فترة مغلقة [0 ,8] فإنها تكون منتظمة الاتصال على [ ,ه]. 


الرهان: 


نفرض أن ] متصلة على كل في [.۸]. ونفرض أن 0<: . ولكل » في 
اا .ة] نختار 0 < 5 بحيث إن: 


3 > | - ×| يودي إلى 0 > |۶6۵۱ - [fo‏ . 
,ان ندرس تجمع الفترات المفتوحة : 
١‏ ل 0 ”5 
[a, bJ]‏ € 2:۵۰ ا - )۱ = 4 


حل 2 في الها +2 توجد فترة في 5 مركزها € وبالتالي فمن الواضح ان 4 هو غطاء مفتوح 
خمترة [ط ,ه]. ووفقا لنظرية هاين - بوريل يوجد تجمع جزئي نهائي (ع11010) من 4 يغطي 


۱ ,2] ولنقل : 


له + وه ها - ule,‏ ناش ی - [a,b] c (e,‏ )2( 


حيث ,8 تستخدم مکان ,8. نعرّف: 


5 5 5 
| .»2 ) مس = ه. والآن إذا كان ء > ای« - ×| فان ,× موجود في 


احدى الفترات 8 في (2), ولذا فلبعض » يكون ج > | - ×| . وبذلك فإن: 


|x 2 e | (+ (x, + 9| 


4 = تن‎ 
2 |x, «| 8 ۳ » 


وهكذا ووفقاً لاختیارنا للعد ,8 یکون : 
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[tep -fel<‏ و > < tel‏ = يما 


ما يؤدي إلى : 


|x) - إله)؛ = :| > إليه)؛‎ + |x, - f(e)| > ع‎ 


وبذلك فان ؟ متصلة بانتظام على [ط ,2]. 

وحتى الآن كانت كل أمثلتنا على دوال متصلة بانتظام متميز بخاصية أن منحنياتها ذات 
ميل محدود على 5. ومن الطبيعي أن نحدس بأن هناك علاقة وثيقة بين الاتصال النتظم 
وميل المنحتي» فالتعريف يتطلب أن يكون الفرق الرأسي (مع6؟ - (,*)1 صغيراً طالما كان 
الفرق الأفقي ر× - × صغيراً بدرجة كافية. وني الحقيقة إن مثل هذه العلاقة سشبتها 
عندما نناقش المشتقة. غير أن هذه العلاقة تتحقق في اتجاه واحد فقط. موجودة وسنقدم 
البرهان عليها سنبين فيا بعد أنه ليس من الضروري أن يكون لمنحني الدالة ميل محدود لكي 
تكون الدالة متصلة بانتظام . 
مشال 5.7: 


ندرس الدالة ۰ ۷۲ = ()۴ على [0,1] . وعلى الرغم من أن للدالة ؛ مماساً رأسياً 
عند 0= × فلا يزال للدالة اتصال منتظم عند [0,1] لأن ؟ متصلة في كل نقط الفترة 
المغلقة [1 ,0]. ان اثبات هذا مباشرة من التعريف بتعيين علاقة ل 8 وبدلالة © يعتبر 
قريناً جيداً للاختبار (انظر تمرين 4.5.7) . 


4 المعيار المتتالي للاتصال المننظم 


(The Sequential Criterion for Uniform Continuity) 


ينص المعيار التتالي للاتصال على أن الدالة المتصلة تتميز بخاصية تحويل أو رسم (اقتران) 
(عدنممه) متتاليات تقاربية من النطاق 1 إلى في (180) متتالية متقاربة في الدی. وهناك 
تمييز مشابه للاتصال النتظم يستخدم متتاليات كوشى بدلا من التتالیات التقاربية . 
نظرية 5.6: المعيار المنتالي للاتصال المنتظم : 

إذا كانت ] دالة و2 فئة جزئية محدودة من ۸ فإن المنطوقين التالیین متكافئان: 
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۱ 1 متصلة بانتظام على (1. ۱ 
) إذا كانت و متتالية كوشي في 1 فان ((6) هي متتالية كوشي . 


الرهان: 


نفرض أن (1) صحيح » ونفرض أن ؛ متتالية كوشي في 2 وان 0< ٠:‏ . عندئذٍ يوجد 


عدد موجب 8 بحيث إنه إذا كان بت ,,< في ظ فان 
8< ای - 3 يؤدي ال 8 > |(ي)1 - |i)‏ 
وحيث أن 5 متتالية كوشي؛ يمكننا اختيار 11 بحيث إن : 
ل < m,n‏ تؤدي إلى 8< | - |s,‏ 
عندئذ : 
e‏ > إل - (بعات| طالا كان ۷ < ۸ 
وبالتالي فان رم ((108) هي متتالية كوشي . 


وبالعكس نفرض أن ؟ ليست متصلة بانتظام على الفئة المحدودة (1. عندئذ يوجد عدد 
موجب *2 بحيث يكون لکل ۸ من N‏ سيوجد عددان St‏ في ۲ يحققان : 


1 
نكت حي 
1 


ا 3 ¢ *ع < |( - ,| 


وما ان 2 محدودة فان نظرية بولتزانو - فيرشتراس تضمن وجود متتالية جزئية تقاربية ل ؟ 
ولیکن ات رې 5 ,11۹ . وما أن 1 - 5 متتالية صفرية و: 


tk) > Sk (n) + Ck (o) > Sk (n 
ينتج من النظرية 2.3 أن 1 - رې ا مسنا.‎ 
. (لاحظ أن 1 قد لا تكون منتمية إلى © ولكن ذلك غير ذي أهمية)‎ 
: والآن نعرّف المتتالية دا كما يل‎ 
هد‎ 0 ١ رمعأ‎ ١ 5 رمأ ۶ رم‎ , 
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وبذلك يكون ل » النباية اء وهكذا ووفقاً للنظرية 2 تكون نا متتالية كوشي في 2. ولكن 
لكل ۸: 


|, - (u > |, j 1 لبن‎ < 


وبذلك فان ,_,[()6) ليست متتالية كوشي. بذلك لا يصح (ن) وهكذا يتم 
البرهان . 

في البرهان السابق ۸ نستعن بمحدودية 2 في ثبات أن () تؤدي إلى (1). ولذلك يكن 
استنتاج أن الدالة المتصلة بانتظام على أي نطاق تكون متتالية كوشي. وني إثبات أن (11) 
تؤدي إلى (1) استعنا بمحدودية 2 التي كانت ضرورية لتطبيق نظرية بولتزانو - فیرشتراس. 
ومن المهم أن هذا التضمين غير صحيح في النطاقات اللا محدودة. وكمثال مضاد يمكننا تذكر 
أن ”× = (1)8 ليست متصلة بانتظام على ا (مثال 5.3 ). ولكن ؟ لا(تقرن) (مهصم) 
متتالية كوشي في متالية كوشي ؛ لأنه إذا كانت 5 متتالية کوشی فان 5 تقاربية. ووفقاً للنظرية 
4 فان "ه أيضاً تقاربية . وبالتالي فإن 


21 9 5 
[10 = (60) هي متتالية کوني. 
وکا رأينا فان المعيار التتالي للاتصال النتظم هو أداة مناسبة لبرهان أن دالة ما معطاة غير 


تماریسن 54 


1- أثبت أن «-(0) ليست متصلة بانتظام على 8 . 
1 
2 أثبت أن )= احم = و ليست متصلة بانتظام على [0.1) (ارشاد: عين 
متتالية كوشي ٩‏ في [1 ,0) بحیث یکون 


1< |( - )!| ). 
شید e‏ 0 1 
56 آبت أن 0۳-1 = f))‏ ليست متصلة بانتظام على (0»2]. 
4 آثبت أن × ها = (0] _ ليست متصلة بانتظام على )2 »]. 
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FH 


منتدى افريقيا سات 


a 


أثبن أن 0-6 متصلة بانتظام على (©* > 1]. 
XxX‏ 
ثبت أن ×۷ = ٤)×(‏ متصلة بانتظام على («-»ع] لاي 0 <۰. 


ثبت أن ×۷ = 148 متصلة بانتظام على (©» 0] وذلك بالاستعانة 
بالتعريف 5.1 واختيار سك 8 (قارن بالثال 5.7). 


أثبت أنه إذا كانت ؟ متصلة بانتظام على (ط,8) فان f‏ محدودة على هذه الفترة. 


ثبت أنه إذا كانت ؟ متصلة بانتظام على [8 ,8]<: ومتصلة بانتظام على (0,۰] فإن 
۴ متصلة بانتظام على [© ,2]. 

أثبت أنه إذا كانت ع ٤,‏ متصلتين بانتظام على 0 فان ع +1 متصلتين بانتظام 
على 2. 

أثبت أنه إذا کانت ٤‏ متصلة في (2.0) وكان (10 , lim‏ و *)1 lim‏ 
حكن تالک ر و إعادة تعريفها) عند a,b‏ بحيث تكون متصلة 
بانتظام على [ط ,4]. 

أثبت أنه إذا كانت ؟ متصلة بانتظام على (ا,ة) فإن ()؟ نا 
و li. f(x)‏ موجودان . 
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المشتقة 


The Derivative 


Difference Quotients 


ندرس الدالة العددية ۴ التي يحوي نطاقها الفترة المفتوحة حول العدد 3. أي أن 2 نقطة 
داخلية في هذه الفترة. نعرّف «دالة الميل» ,© بأنجا 


f(a + h) - f(a) 
0 (2 سح‎ 


2 


حیث 9 في الفترة الفتوحة (88-) التي تکون بدورها في نطاق ۶. إن دالة الیل هذه 
سمی خارج قسمة الفرق للدالة ؛ قرب 4. والتحویر افندسي هذه الكمية مألوف سابقاً 
دى القاریء. لاحظ أن ,© غير معرفة عند الصفرء ولکن هذا بالطبع لا يعني عدم وجود 
-بايتها عندما تژول ظ الى الصفر. 


تعريف 6.1: 


يقال بأن الدالة ۴ قابلة للتفاضل (0:1066010016) عند ه إذا كان ل ,0 ناية عند 
الصفر. وفي هذه الحالة نکتب: 


f'(a) = سنا‎ © (h) 
h¬40 
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إن التجل افندسی للاشتقاق یتین في ملاسة واتصال منحنی الدالة ؛ عند ه. على سبيل 
المثال فإِنّ الدوال كثيرة الحدود التى لا تحتوي رسومها البيانية على انكسارات أو أركان حادة 
تكون قابلة للتفاضل عند أي مكان (انظر تمرين 6.1.2). 
ولكن دوال مشل | LL‏ > ۷ غير قابلة للتفاضل عند الصفر؛ لأن ٠‏ 
منحنيات هذه الدوال غير ملساء. 


قبل دراسة هذه الدوال بتفصيل أكش» نسجل إمكانية استخدام التعريف 6.1 لتعريف 
دالة «مشتقة» جديدة ۲ تكون قيمتها عند 8 مساوية للعدد (۲)۵. طذا السبب فان نطاق 
؟ يكون فئة جزئية من نطاق 1. 

الدالة ۶ تسمی المشتقة الاول للدالة ؟. 
مشال 6.1: 

لنفرض أن ع (20 ونأخذ 0= ه. ومن ذلك یکون لدینا: 
Q, (h) =‏ 


۲ h 


0 < ظ ]1 ,1 ۱۳۱ |0| - إط + 0 
0 > ط if‏ ,1~ 


ولذلك فإن (0,0 ۳زا غير موجودة؛ إِذْإِنَ التبايتين اليمنى الیسری غير متساویتون. 


مثال 6.2: 
للفرض أن ۱۷ = (10. 
مرة أخرى تأخحذ 0= 4 فیکون لدینا: 


۷0+ - ۷ Vl 


Q, (h) 
h h 
23 1 و‎ 0 
(ط) وه‎ = hy VE إذا كان 0 < ظ فهذا يعطي‎ 
۱ 52 ۱ 1 
و © ححص سنا ذا فان النهاية الیمنی ل ر0 غير موجودة. ومن ذلك فان ,۵ لا‎ 
2 0ب‎ 
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حون لها نباية عندما تؤول h‏ إل الصفر . (النهاية الیسری غير موجودة أيضا ولكن ليس من 
صروري برهان ذلك). 


مثال 6.3: 
: 1 
اذا كانت — =( 
1 5 
نرى أن (۴)0 غير معرفة وهکذا فان (0,)8 غير معرفة لأي ظ. 
إذن (4)0 غير موجودة. 


في المخال الثالث نلحظ ضرورة أن يكون العدد ۾ في نطاق ٤‏ لكي تكون الدالة قابلة 
اشتقاق . ولا يكفي أن تكون الدالة معرّفة كيفياً عند 3 . المثال التالي يوضح ذلك . 


منال 6.4: 
إذا كانت : 
3 وير 2x + 1 if‏ 
= (10 
if x=3‏ ,4 
فان : 
1-4 + (ط +6 2 
و ك - () ,0 
h h‏ 
وبالتالي فان : 


lim رط‎ = o, 
lim Q, (h) = » 


ومن ذلك ينتج أن الدالة ۴ غير قابلة للاشتقاق عند 3. 
يدلنا هذا ال ووس أن رت 5 ع ا المناسبة. إِنْ اعادة e‏ 
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خارج القسمة يزداد بدون حدود أي يؤول إلى م كلما كان البسط بعيداً عن الصفر . نم 
هذا «الانفجار» لا بد أن يقترب البسط أيضاً من الصفر: 


lim [f(a + h) - f(a)] > 0,‏ 
اب 
أو ما یکافتها 
lim f(a + h) = f(a)‏ 
كنا 
النهاية الأخيرة هذه مكافئة للاتصال عند ۵. هذا الاستنتاج قادنا إلى أول نظرية في هذا 
الفصل» والتي تعطي علاقة بين القابلية للاشتقاق والاتصال. 
نظرية 6.1: 


إذا كانت ۲ قابلة للاشتقاق عند ۾ فان ۶ متصلة عند 28. 


البرهان : 
لنفرض أن 0< ع. 
بما أن Q,(h) = f(a)‏ سنا نستطيع أن نختار عدداً موجباً 5 بحيث إنه إذا كان 
5 > إط|ء فإن: 
|r(a)| + 1‏ < 
ونستطيع أيضاً أن نختار 8 أصغر من ذلك إذا كان ضرورياًء بحيث يكون: 
3 
>8 
1+ |(ه) ۲ 
الآن 8 > إط| تتضمن 


f(a + h) - f(a) 


|) + زط‎ - f(a)| = | | ۰h = |2, | 


ع = 7 3 ۳0 1۱ + إله) 1۲ < 
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.lim f(x) = f(a) أو‎ 
بط‎ 


lim f(a + ( = f(a) 
قابلة للاشتقاق (انظر‎ 


هذا السبب فان 


من السهل إثبات أن كل دالة قوى (أي: ‏ "× = («)1) 
التمرين 6.1.6 أ). من ذلك وباستخدام النظرية 4.6 لضرب وجمع النهایات الدالية. نستنتج 


ان کل دالة كشيرة الحدود (عمناعصط اynomiaاPo)‏ قابلة للاشتقاق عند كل نقطة من 


رانظر التمرین 6.1.2). 
هدف اعطاء آمثلت نفرض أن القوانین العتادة للاشتقاق والدروسة في مبادیء التفاضصل 


٠‏ التكامل قد برهنت. 
مشال 6.5: 
لنفرض أن : 
if ۲ ۶ 0‏ ب() x sin‏ 
f(x) =‏ 
if x= 0‏ 0 


نؤكد أن ؟ متصلة عند أي نقطة. والنقطة غير العادية هي نقطة الأصل . 
5 لش د ۲ 
وما أن 1> = ) | فإنه ينتج بسهولة أن ۸۱ > |٤)(|‏ + وبالتالي فان 


lim f(x) = 0 = f(0) 
سر‎ 


نم لغرض الاشتقاق, إذا كان 0 ۶ فان : 


كاه تحاف له eal‏ 
الا دان 


ادا كان 0= ه فإننا نحصل: 


Q,(h) = sin ( : ) 
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5 5 1 57 
في كل فترة مفتوحة (8» 8-) نجد آن ( 2 ) in‏ تأخذ كل القيم المحصورة 
بين 1 و1- عدد لانهائي من المرات . إذن فإن Q,(h)‏ 0 غير موجودة. لهذا السبب 


مثال 6.6: 


لنفرض أن : 


في هذه الحالة فان عامل السعة ”× كافي لجعل ؛ قابلة للاشتقاق عند الصفر؛ لأن: 
.0 د( ( f(0) = lim Q,(h) = lim h sin‏ 
h0 h‏ ° امم 


عند 40 × فإننا نستطيع الاعتاد على صيغ الاشتقاق الأساسية لحساب: 
E)‏ اهعد (ط ) مج داوم 
1 1 
نستطيع استخدام هذه الصيغ أيضاً ساب اشتقاق الدالة ۲ أي الاشتقاق الثاني للدالة ۴ 
والذي يرمز له ۳. لا توجد أي مشكلة عند النقط ما عدا عند الصفرء ولكن عندما 
«a > 0‏ فان خارج قسمة الفرق للدالة ۲ هو: 
+h) - f(0) f(h)‏ 0( م 


Q;(h) = 2 
h h 


چ )+ (-) 


من الواضح أن (0,00© غير محدودة عندما 1 تؤول إلى الصفرء وبذلك فإن نهاية 
(008© غير موجودة. 


= 2 sin ) 


| 


هذا السبب فان ؟ قابلة للاشتقاق عند الصفرء ولكن ليس ها مشتقة ثانية عند الصفر. 
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نارين 6.1 


أوجد لكل من الدوال التالية صيغة ل (۲6 وذلك بتبسيط (8), © وإيجاد نهايتها 
عندما ط تؤول إلى الصفر: 
أ ع ع عندما يكون « عدداً صحيحاً موجباً. 


.10)( = 3 55 

5 5 

100-۲ - ج‎ 
]0 +R) - [ع‎ - (Vx +h ۱۱۱ +h + ۷× ( : [ارشاد‎ 


5 ب - (10. 
ها ۱ = نم1 


xX 


.1( = ۷ 2x + 1 - و‎ 


1 
4 5 02-3 = (1. 
۱ برهن أن أي دالة كثيرة الحدود به + ج + ...+ a,x"‏ = عمط قابلة 
للاشتقاق وأن 


1-1 ست 0 
a,‏ + و20 + ... + يهم = (۳)۶. 


۱ ناقش الاتصال والقابلية للاشتقاق للدالة ؟ عند الصفر حيث» 
ب0حع if‏ 3 
if x<0.‏ ,0| 2 10 

+ ناقش وجود كل من (0) ۴ »> (0) »4 ...“ (۴۳)0 عندما تكون: 


1 if XxX>0, 
f(x) = 
0, if x<0, 


و علدا كيح میا . 
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5- برهن أن المشتقة الأولى للدالة غير تناقصية وقابلة للاشتقاق. غير سالبة. بالشل برهن 
أن المشتقة الأولى لدالة غير تزايدية وقابلة للاشتقاق ليست موجبة . 


6 - برهن القوانين الآتية للاشتقاق مع العلم بان ع ,1 دالتان قابلتان للاشتقاق. 
أ ع +م- رع +). 
بد و + fg‏ = (وا). 


f8 - 1 (‏ ۱ 
۳ بت خی 


7 استخدم الاستقراء الرياضي لبرهنة قاعدة ليبنتز لايجاد المشتقة النونية حاصل 
الضرب . 


n (n 
(fg) = و حور ۲ ۱ + و ۱ ( + و۳‎ + ... + fg, 


حيث يدل 10 على المشتقة من الرتبة ۲ للدالة ؛ و ۳ يدل على معامل 
مفكوك ذات الحدين (1مع10يهه لدتسمماهم) و ۶ = ۲ 


2 قاعدة السلسلة Chain Rule‏ 
سس( 
النتيجة التالية تسمی بقاعدة السلسلة وقد استخدمت كثيراً في مبادیء التفاضل 
والتکامل. وهي تسمح لنا بحساب مشتقات الدوال التراكبية کحاصل ضرب دالتین. نتذکر 
من البند 4.3 اننا نکتب تراکب الدالتين ۵ كالآتي: ع ۰ ؟؛ أي أنه إذا كان × في نطاق 

> ()8. في نطاق 4 فإن: 


fle].‏ - هم وه 


في المناقشة التالية نفترض أن نطاق ؟ يحتوي على فترة مفتوحة حول النقطة (8)ع. 
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نظرية 6.2 (قاعدة السلسلة : 
إذا كانت ع قابلة للاشتقاق عند والدالة ] قابلة للاشتقاق عند (ه)ع. فان الدالة 
التراكبية ع ۵ ۶ قابلة للاشتقاق عند 4» و: 
(ه)ي (fo g)' (a) = f [g(a)]‏ 
الرهان: 
لنفرض أن (ظ),0 هو خارج قسمة الفرق للدالة ع ۴١‏ قرب 8. للتمييز بينه وبين 
حارج قسمة الفرق لكل من ؟ و ع» نکتب : 


g(a + رط‎ - g(a) 
h 


6, () = 


1 ] (ه)‎ 5 1 2 [ga] 
1 


= () روط 
درس (8) © على النحو الاتي : 
(a)‏ (ع (f o‏ - رط + (a‏ (ع (f o‏ 9 
h‏ 
g(a+h)- ga)‏ _ [(ه)ع]» - [(« + معا 
g (a + h) - g(a) h‏ 


if ۵ (a + کج (ظ‎ g (a). 

0 if ع‎ (a + h) = g (a). 
لان لتفرض أن + تدل على هنع - (8+)م | وبذلك يكون‎ 
(ه)ع = (ط + a)ع. ويهذا التعویض يكون لدينا:‎ + ۱ 
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د [هها-[سحميا؛ 


0,( = 1 hi 
a از‎ t#0 
0 ifl t=0 


نظراً انا نريد برهان أن (0,08 تقترب إلى (2)0 [(۵)ع]۴ . يكون من الأسهل 
استعیال السطر العلوي من المعادلة (1). هذا السبب نقسم المناقشة الى حالتين: 
الحالة (أ): 

نفترض أن (ه)ع ۶ (ط + a)ع‏ لكل طفي (046) لا (840-) ديرك . إذن 
الصيغة العليا هي الوحيدة التي نحتاجها حتى نحصل على lim Q,(h)‏ . با أن ع قابلة 
للاشتقاق عند 2 فإن (ه)ع = (5)ي© lim‏ . استناداً النظرية 1 3 فان عم متصلة عند 
2 وهكذا: 


0 = lim {g(a + h) - g(a)} = lim ۰ 
h¬0 b¬0 


اذن يكون: 


lim بي‎ (Û = سنا‎ F, رم‎ (Û = f [sa]. 


اب 
عندما ! تژول إلى الصفرء فان نهاية حاصل الضرب (5)ي6 () ر ,۴ تساوي حاصل 
ضرب النهایتین 
ادن ينتج : 
f [ata] 2(2).‏ = راب۵ lim‏ 

لنفرض أن لكل 0 < 8 تحتوي الفئة (048) لا )-8٤0(‏ = ,۸ على بعض *ط 

حيث يكون (8)ج = (ظ + ۵)۵. ولكل واحدة من هذه القيم "10 يكون لدينا: 
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f(a + (خط‎ - 
ره‎ (a + رخط‎ - g(a) ۳ 
۷ 


دن فان خارج قسمة الفرق للدالة ع بالقرب من 2 يساوي صفرا عند كل هذه القیم أ 
٠‏ لبي تظهر قربا كافياً من الصفر. 

إذن فان الصفر هو الاحتال الوحيد لقيمة (ظ),6 "اا . ولا بد من وجود هذه 
ال-باية ؛ لأن ع قابلة للاشتقاق عند 4. 

من ثم 0-(8)8. بالنظر إلى (1) نستنتج أنه كلا اقتربت 8 من الصفر يؤول كل 


س السطرين العلوي والسفلي إلى القيمة الصفرية للنباية. وهذا بالطبع يساوي 
لمع [(0)ع] ۴ء لأن 0 - ()'ع» وبهذا نكون قد برهنا الحالة (ب). 


نارين 6.2 
١ ٠‏ برهن أنه إذا كانت ع قابلة للاشتقاق وه عددا صحيحا موجبا فإن 
"[0و] - هه تكون للاشتقاق و«أثبت الصيفة 


»#0 [(ع] n‏ = وى 
(إرشاد: استخدم التمرين 6.1.1 أ) . 
٠‏ - برهن أنه إذا كانت ع قابلة للاشتقاق فان 
(عندما تكون ‏ ۶0 (×)8). 


= («)ط قابلة للاشتقاق 
8(x)‏ 
(إرشاد: استخدم التمرين 6.1.1 ب). 
أل برهین أنه إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق وذات قيم موجبة فان 
(×)ع ۷ = ()ط قابلة للاشتقاق. 
(ارشاد : استخدم التمرین 6.1.1 ج). 
١‏ لنفرض أن f‏ دالة أحادية (06-10-006) وأن 4 الدالة العكسية للدالة ؟» أي أن 
× = [(40] . برهن أنه إذا كانت © و؟ قابلتین للاشتقاق فإن: 
1 


1 ]4)2([ 
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5- استخدم الاستقراء الرياضى لتوسيع قاعدة السلسلة إلى مشتقة الدالة التراكبية من م 
من الدوال: 


f f. 1‏ ایکا Of) x‏ ...هبه (f,‏ = ومن 


3 نظرية القيمة الوسطی The Law of The Mean‏ 
سبي سس 0۳۲۳۳۳۳۳۳ 
تؤكد الخلاصة التي أعطت هذا البند عنوانه أن معدّل (أو متوسط) التغیر لدالة على فترة 
يساوي بالضرورة واحداً من قيم نسبة التغیراللخظي في تلك الفترة . إن التوضیح الفيزيائي 
(physical)‏ لذلك يمكن أن يعطى کالاي: : إذا قمت بقيادة سيارة از پاش فإن 
سرعتك اي كا تراها في العدّاد لا بد أن تكون 50 ميا لكل ساعة على الأقل مرة 

واحدة خلال الساعتين. 

إن التفسیر افندسي لقانون القيمة الوسطی (الوسط) مألوف لدينا من دراسة مبادىء 
التفاضل والتکامل . معدل التغیر لدالة ؛ على الفترة [۸] هو ميل اخط الواصل بين 
نقطتي النهاية لمنحني الدالة. . ما نسبة التغير اللحظية فتساوي ميل خط الاس في النقطة 
المعبنة على مُنحني الدالة. . ويؤكد قانون القيمة الوسطى أن هناك نقطة ما على المنحني حيث 
يكون المماس موازياً للخط المذكور أعلاه. (انظر الشكل 6.1). 

بالطبع لا نتوقم با( [.ة] . فعلى 
سبيل المثال الدالة السلمية تكون مماساتهاأ أفقية في أي نقطة. سنری فيما بعد أن ملاسة 
(smoothness)‏ ) المنحني (أي قابلية الدالة للاشتقاق) شيء ضروري لضان صحة هذه 
الخاصية. ولكن لا بد أولاً من بعض الأعال الأولية ‏ 


نظرية مساعدة 6.1: 
إذا كانت الدالة ٤‏ قابلة للاشتقاق على (ط ) وها قيمة قصوى نسبية ۲۱۵۷۷6) 
extremum)‏ عند س في (,). فإن 0- (س). 
المرهان : 
من أجل التحديد نفرض أن (س)؟ قيمة عظمى (0ن«ه). ومن ذلك نجد أن 
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2 


سس ا 18 
73 


شکل (6.1) 


f)‏ > (ط + اس کلا كانت ۲ + عر في فترة صغيرة حول س . إذن فان بسط 
).0 لا يكون موجباً عندما تقترب ‏ من الصفر والذي يؤدي ال : 


h 


f(u + h) — f <0, if h>0, 
0,۸ = (u + h) - f(u) 
< 0, if h<0, 


إذن كلما اقتربت 1 من الصفرء يكون الاحتمال الوحيد لقيمة النهاية ل (0,)8© هو الصفر. 
با آننا افترضنا أن ۶ قابلة للاشتقاق عند س فان هذه النهاية موجودة : 


lim 0 (h) = 0.‏ = ۶ 
h0 *‏ 
من الواضح أن نفس المناقشة صحيحة عندما تكون (س) قيمة صغرى (2تناتستمله) . 


نظرية مساعدة 6.2 (نظرية رول): 


إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على (3,5) ومتصلة على [8.,5] 


و 0= (4)0 = (a)ئ‏ فإنه توجد نقطة هم في (ط ,4) حيث تکون 0 - (۲)۳. 
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أي عدد في (,2) لیکون س. لنفرض أن ؟ ليست الدالة الصفرية على (ط,8) . با أن 
* متصلة على [8,5] فان النظرية 5.2 تضمن لنا أن ٤‏ تأخذ قيمة عظمى وقيمة صغرى في 
[ط ,2] . وعلى الأقل فان إحدى هاتين القيمتين القصوتين ليست صفراً (لأن ۶ ليست دالة 
صفرية)» وهكذا فإنها لا تحدث عند 2 أو ط. إذن ۶ ذات قيمة عظمى أو قيمة صغرى عند 
نقطة داخلية ولتكن س . باستخدام النظرية المساعدة 6.1 نستنتج أن 0= )2 

من المفروض ملاحظة أن نظرية رول نعطي النتيجة الوضحة في الشكل 6.1 في حالة 
خاصة وهي عندما تقع نقطتا التباية للمنحتي على حور السینات؛ إذ إن الخط الواصل بين 
النقطتین ذو ميل مساو للصفرء هذا السبب بحثنا عن نقطة يكون عندها الماس خط أفقيأ 
أي 0= (س) . نعمم الآن هذه النتيجة للحالة العامة حيث لا تكون قيمة الدالة عند 
نقطني النهاية بالضرورة صفراً. 


نظرية 6.3 (نظرية القيمة المتوسطة ): 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على (,8) ومتصلة على [ط ,ه] » فإنه توجد نقطة 


البرهان: 
إذا كانت ٤‏ هي الدالة الصفرية. فإنه من الواضح أن الاستنتاج یتحقق إِذْ يمكن اختيار 
سر في (9,ه) يكون عندها 
: 
۱ 


f(b) - f 

00 تس ريم 
- 9 

البرهان : . 


لندرس الدالة © والعطاة کالاتي : 


f(b) — f 
(b) - f(a) ۳ 0 5 


۱ %(x) = f(b) - f(x) 
(b ~ a) 


لكي نطبق نظرية رول على #» نتحقق من أن ۵ تحقق فروض نظرية رول. با أن © عبارة 
عن تركيب جبري خطي من الثوابت وكثيرات الحدود من الدرجة الأولى ومن 21 نستنتج من 
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دلك أن © متصلة وقابلة للاشتقاق كلما كانت ۶ متصلة وقابلة للاشتقاق. 


بالفعل نستطيع اشتقاق الصيغة (2) لنحصل على: 
f(b) - f‏ 
1۱( .)1~( توت f(x)‏ () 9 
و b=‏ 


بعوض عن × بالنقطة ۾ ثم ط في (2) فنجد أن 0= (ط)4 <() . ممذا السبب 
مان نظرية رول تؤكد لنا وجود س في (ط ,ه) حيث 0 -(س)'ل . بناءً على (3) هذا 
عبني : 

f(b) - f(a) 


0= - f(u) + (4) 
9 - 


ومن الواضح أن هذا يكاقء (1). 

كلما برهنا نظرية على الشكل «إذا كان 8 فإن ©» فإنه من المستحسن أن نعطي 
أمثلة توضح أن كل جزء من العط ضروري لصحة الاستنتاج. اذن ندرس الدالتين 
التالیتن : 
مثال 6.7: 

لنفرض أن |×| = 100 على الفترة [141-] . بالرغم من أن ٤‏ متصلة على 
[1 4 1-] » نرى أن استنتاج قانون القيمة المتوسطة لا يصح ؛ إذ لا وجود یاس أفقي 
رانظر الشكل 6.2). 


fix) = إعا‎ 


شكل (6.2) 
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مثال 6.6: 

لنفرض أن 0 - × = (×)ع على [0,1] . حيث [خ] دالة أكبر عدد صحيح . 
بالرغم من أن ع قابلة للاشتقاق على (0.1) ۰ فهي غير متصلة على [0,1] . مرة أخرى 
فان فقدان الماس الأفقي هو السبب في عدم صحة قانون القيمة الوسطى (انظر الشكل 
63 


[*] - ع = ربع 


شكل (6.3) 

إن قانون القيمة الوسطى للمشتقات ذو أهمية كبيرة لا يمكن حصرها في كلمات قليلة. 
وسنقدم في النتائج والنظريات التالية بعضاً من نتائجه. 

إن النتائج 6.3 أ 3 ب هي الأساس في مفهوم التكامل غير المحدود. 
نظرية 6.3 أ: 

إن الدالة القابلة للاشتقاق والي يكون تفاضلها مطابقاً للصفر على كل الفترة, لا بد أن 
تكون دالة ثابتة على تلك الفترة. 
البرهان : 

لنفرض أن ۶ قابلة للاشتقاق وليست ثابتة على فترة ما. إذن توجد نقطتان اج في 
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المترة حيث یکون ۰  1)0(‏ (1)3 . بتطبيق قانون القيمة الوسطى للدالة ؛ على الفترة 
{a. ٩۱‏ > نحصل على نقطة ما في (a, b)‏ حيث إن: 


f(b) - f(a) 97 


9 - 2 


f لس‎ = 


هدا السبب فإن ۲ لا يكن أن تكون دالة صفرية على الفترة الأصلية . 
ننبحة 6.3 ب : 

تختلف دالتان قابلتان للاشتقاق على فترة ما بقيمة ثابتة إذا كانت مشتقتا الدالتين 
ساویتین على تلك الفرة. 
الرهان : 

لنأخذ و دالتین بحيث یکون 'ع = ۶ . ثم نطبّق النتيجة 6.3 أ على دالة الفرق 
با م ا 

تن النتيجة التالية كيف يلعب قانون القيمة الوسطی دوراً في تحدید أين تکون الدالة 
ب ايدية وأين تکون تناقصية . 
ننبجة 6.3 ج: 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة على [ط ,2] وقابلة للاشتقاق على (ط ,2) وإذا كانت اشارة 

اغير متغيرة على ١(‏ ,8) > فان ؟ دالة مطردة على [ط ,8]. 

الرهان : 


لنفرض أن 26(<0 لكل ×في (ط,ة)ء» ولنفرض أن ,*,,* نقطتان في 
| ,ه]ء لنقل ‏ > ر×> ,> ه. استناداً إلى قانون القيمة الوسطی توجد نقطة 


1 ف )× 0 حيث يكون: 
(x) = 1() (x, - x) <0‏ = (ي)؟ 
هذا السبب فان ؟ غير تناقصية على [6 ,8]. 
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وبالثل إذا كانت 0 > (8) على (2,5) فان ۴ غير تزايدية على [0 ,8]. 

هنالك رموز ختلفة لقانون القيمة الوسطى غالباً ما تكون نافعة في بعض الأحيان. على 
سبيل المثال: إذا كانت قابلة للاشتقاق في فترة مفتوحة حول ه» فإننا نستطيع تطبيق قانون 
القيمة الوسطی على الفترة [< ,3] (أو [8 ,*] في حالة 82> *) ونحصل على ۲ بين 
وه حيث: 

f(x) = f(a) + 1 -ع)‎ a) 

تكمن أهمية هذه الصيغة في أنه إذا كانت قيمة الدالة معروفة عند وكانت نسبة تغبرها قرب 
۾ معروفة أيضاًء فان هذه العلومات تستخدم لحساب قيمة ] عند نقطة أخرى مختلفة عن ۵. 
وهناك نوع من المسائل أقرب إلى النموذجي حيث يُستخدم قانون القيمة الوسطی لبناه 
متباينة تحتوي على دوال قابلة للاشتقاق. ينوضح ذلك في النتيجة التالية. 
مفترض 6.1 : 

إذا كان x<0‏ فان ×> ۲ "اك 
البرهان : 


إذا كانت واه - × = (10 . عندئذ للقيمة سر في (×,0) يكون: 


f(x) = f(0) + ۲)( (x - 0) 
= Û + (1 - cos p) (x). 
وهکذا»‎ 


511 X = عر‎ — ۷ 605, 


بل sin x = X COS‏ - ير 


إذا كان 1 > × . فإن 1 > س >0 وبالتالي فان 1> 008۳ >0 . ونستنتج 
أن ×> :له . إذا كان 1 < ۶ » فانه من الواضح أن „Sin ۲ > 1 <x‏ 
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مار بن 6.3 


استخدم نظرية القيمة الوسطى أو نظرية رول لبرهنة السائل التالية : 

إذا كان x<0‏ فإن >( + 1) عها. 

a‏ ا كيه 
ی نذا کان 1 جر و 0× فان (خ) +۱> »+۱ 
۰ ذا كان 0 »» فان لع ) -1< »هه 
١‏ إذاكان طعف e” (ba) ùji‏ > که - ۳ > ~a)‏ )۵ 
٠‏ إذاكان 0 << فان > 2۲6۵0۲ > نب مج[ 

(1 + x) 
Xx 
.X > arcsin > إذاكان 0>×>[1. فان متحت‎ ٠ 

V1 = x ۱ 
دالة کشبرة احدود»‎ P(x) = a, x" + ره‎ + ... + a,x + a, إذاكان‎  ' 

ومعاملاتها تحقق : 


3 إدوة‎ a, 


0 ع رج دب + ...+ 


1 + 1 n 
.)0, 1( فإن المعادلة 0= »)۶ ها جذر واحد على الأقل في‎ 


+ إذا كانت معادلة كثيرة الحدود 0= (۳0 ذات ۲ من الجذور الحقيقية الختلفة فان 
المعادلة 0= (۳ فا على الأقل 1 - ۲ من الجذور الحقيقية الختلفة. 


: إذا كانت‎ ٠ 


f(x) = 


فلا وجود لدالّة ۴ حیث ۰ 0 = (۳ لكل × في 8. 


١‏ إذا كان ل ؟ مشتقة محدودة على الفترة (ط ,4)» فان ؟ متصلة بانتظام على 
(ط .(a,‏ 
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Cauchy’s Law of The Mean نظرية كوشى للقيمة المتوسطة‎ 4 


إن التفسير افندسي للنظرية 6.4 هو نفسه لنظرية كوشي للقيمة التوسطة (شكل 6.1), 
ولكن في هذه الحالة يكون المنحني مُعطى بمعادلات بارامترية (وسيطية). ولنقل 
0)ع = ٤×‏ (10< ۷ , حيث ا >۵>1. 


نظرية 6.4 (قانون كوشي للقيمة الوسطی) : 
إذا كانت كل من ,ع متصلة على [ط ,ه] وقابلة للاشتقاق على ((ط .8) ؛ وإذا 


کان 0 ()ع لکل ای (,8) » فإنه توجد نقطة سم في (8,6) يكون عندها: 


(uw) f(b) - f(a) 


(مع - رمع لساع 


الرهان: 
أو نؤكد أن (ه)ع ۶ (0)ع . إذ إِنْه باستخدام قانون القيمة الوسطى. توجد نقطة 


۲ في (,9) حيث: 


g(a)‏ - (ط)ع 


وج 


g(t) = 


ومن الفرض ۶0( )ع . إذن 0ع ۶ (ط)ع . نعرّف دالة 4 على [ط .] 


f(b) — 8 

4(0 = f(D - f(a) ۱ در‎ |10 ea]. 
g(b) - g(a) 

كما في برهان نظرية القيمة الوسطى. نتحقق من أن ۵ تفي بشروط نظرية رول ونستنتج أن 

هناك نقطة س في (2.۱) حيث يكون 0 = (۲) . نحصل على المطلوب بأخذ المشتقة 

الأولى للدالة 4 والتعويض عن ؛ بالنقطة . (هذه التفصيلات مطلوبة في التمرين 6.4.4). 
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۱ 


إن احدى نتائج الاتصال المي هي خاصية القيمة الوسطى (نظرية 5.3) والتي تقول بأنه 
إدا كانت الدالة متصلة على فترة ماء فان أي عدد بين قيمتين للدالة في مداها يكون أيضاً في 
مداها. لاحظنا أن هناك أمثلة لدوال تكون مشتقاتها دوال غير متصلة. ولكن كما تؤكد 
الخلاصة التالية فان مشتقات الدوال من هذا النوع تتمتع بخاصية القيمة الوسطی . نتذكر 
من التمرين 6.3.9 أن الدالة السُلّمية والتي لا تتمتع بخاصية القيمة الوسطى لا يمكن أن 
کون مشتقة لآيّة دالة . 
نظرية 6.5: 

إذا كانت ؟ مشتقة أولى لأية دالة ۴ في فترة ماء فان للدالة ‏ خاصية القيمة الوسطى على 
هذه الفترة؛ أي أنه إذا كان + عدداً بين (41)2 (ط)؟ » فإنه يوجد عددس بين 8 ,ا 
بحیث یکون ۲= (س)؟. 
الرهان : 

لندرس الدالة 4 والعطاة بالدالة × - (۲0 = (ه . عندئد: 

%'(x) = ۳۵ - r = f(x) - ۲‏ 
هذا السبب فاننا ین أن نوضح أن 0= (س) 4 لبعض م بين 6,8. (نفترض من 
أجل التحديد أن ط> ه). با أن © دالة متصلة على الفترة المغلقة [ط ,4] » فإنها تأخذ 
القيمتين العظمى والصغرى في [,3]. إذا أخذت 4 قيمة عظمى أو صغرى في 
(0 ,8) نكون قد وصلنا إلى الاستنتاج ذلك لأن النظرية المساعدة 6.1(انظر صفحة 126 
تضمن أن ۵ دالة صفرية هناك . وهذا يكفي أن نتجنب حدوث القيمتين للدالة ۵ العظمى 
والصغرى عند نقطتى النباية . هناك شرطان لحدوث ذلك : 
| (4)8 هي نهاية عظمى و (ط) 4 هي نهاية صغری, أو 
ب (0:08© تکون هي صغرى و (0) 4 هي ناية عظمی . ٍ 
في الحالة (أي 
h) - 4 (a)‏ + ) ¢ 
0 < 


¢'(a) = lim 
"اب‎ h 


135 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


لأن (ط+8)ة< ٠)‏ و 


%(b + h) - © )0( 
د‎ ۱ 

ولكن هذه تؤدي إلى ۲> (588 و ۲> (()؟ > وهو ما يتناقض مع الفرض 
نان ین (5)2 و (1)0. وبالمثل في الحالة (ب) يكون لدينا + < (8):  .‏ < (ط)؟ . 
لهذا السبب فان ۵ ذات قيمة عظمی أو صغری عند نقطة معينة دا في (2,0) والتى یکون 
عندها 0= ۲ - (س)؟ = (م)۵. 1 

نلاحظ في النظرية 26.5 أنه ليس من الضروري أن تكون الاعداد ه وط نقطتي نهاية 
للفترة التي تكون عليها ؛ = ۴. 

وبالفعل ان جوهر خاصية القيمة الوسطى یکمن في أنه لأية نقطتين 0.۰ ولاي ‏ 
محصورة بين (1)8 ۰ (0)؟ فان الدالة ۶ تأخذ قيمة : لنقطة بين 2 وط. جدير بالملاحظة 
أن دالة بهذه الخاصية لا يمكن أن يكون فا انفصال قفزة (م#2داز). أي أن الطريقة الوحيدة 
التي يكون فيها 10 = limf()‏ غير صحيح هي أن تكون النهاية غير موجودة من 
جانب واحد أو من جانبين. 


تمارين 6.4 


1- لفرض أن 6 هو الرسم البياني: 


y= < o<t<1}‏ :و6 


أوجد عدد م في (1 ,0) حيث يكون المماس للمنحني © موازياً للمستقيم المار 
بالنقطتين (0 ,0) ۰ (1,1). 
2- برهن أن  ][‏ (0] ليست مشتقة أولى لأية دالة على فترة تحوي عددين 
3 . لفرض أن: 
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if ودع‎ 
0( = e 
00 f. بشع‎ 


برهن أن (۵0 ليست مشتقة لأية دالة على أية فترة تحوي الصفر. 
+ أعط التفصيلات التامة لرهان قانون كوشى للقيمة الوسطى » (نظرية 6.4) وذلك 
بمتابعة برهان قانون القيمة الوسطى (نظرية 6.3). 


5 صيغة تايلو رمع الحذ الباقى Taylor’s Formula with Remainder‏ 


في هذا البند نرجع إلى فكرة طرحت في البند ۰6.3 وهي أن نظرية كوشي للقيمة الوسطى 
اعطتنا طريقة خساب f(x)‏ وذلك بمعرفة f(a)‏ و (س) ]1 لنقطة مم بين 2و . 
لنفرض أننا نرید تقریب ۶ بواسطة كثيرة الحدود ذات الدرجة الأولى على فترة ما حول ۵. إن 
الدالة التى رسمها البياني بماساً لحني الدالة ؟ عند ه تكون أحسن تقریب. وباستخدام 
الادیء الأولية للتفاضل, نجد أن كثيرة الحدود يكون: 
P(x) = f(a) + f(a) (x - a) (1)‏ 

لنفرض آن ] لها مشتقة ثانية '۴ حيث نرغب في اختيار كثيرة الحدود من الدرجة الثانية 
لتقريب 1. 
إذا اخترنا: 


)2( بت( (x‏ ا + f(a) + f'(a) (x - a)‏ = )يم 


P„(a) = f(a), 
ديم‎ F(a), 
PJ(a) = F(a). 
۴, عند النقط القريبة من ه. وبالتحديد. فان لمنحنيات‎ ٤ إذن ر۴ ذات منحني مشابه لمنحني‎ 
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و1 الارتفاع نفسه علد ة. وكذلك اليل والانحناء‌نفسه|. الآن لنفرض أن E Ee‏ 
من الرتبة ١‏ ونرید. تقريب ] بكثيرة الحدود من الدرجة ه. باتباع الإجراءات السابقة» . 


نختار: 
)1۳ ۱ 
f(a) + f(a) 6-1... + E (x ~a) (3)‏ = )بم 
عندهامن السهل التحقق من أن (a)؟‏ = (۲,)۵ » (۴)۵ = ۴')a(‏ 
(٤ ..... ۲‏ = (ه)۳۳ . من ذلك نرى أن ,8 هي تقريب جيد للدالة ؟ عند 


نقط قريبة من 2. في حالة الدرجة الأولى» يشير قانون القيمة الوسطی بأننا نحصل على 
التساوي بالضبط عند حساب التفاضل عند نقطة مم بدلا من استعیال (7)8 كم في ,ظ. 
من المحتمل الحصول على التساوي في حالة الدرجة « وذلك بالتعويض عن (ه)  ٠‏ 
بالقيمة )۳ لقيمة ماسم محتارة بشكل مناسب والتي تقع بين ۵,د . وهذا ' 
پالضبط ما تؤكده النظرية التالیة. ۱ 


نظرية 6.6 (صيغة تايلور) : 


نفترض ؟ دالة حيث 4۶ 48 .... 179 دوال متصلة على [ط ,ة] و "4 موجودة ' 
على (,8) . عندئذ توجد نقطة س في (8,6) حيث یکون: 1 


f(b) = f(a) + f(a) ۰ a) + ) 00 6 چاو‎ 
9 ) 
f 0 ) 5 05 ۲ (4) 

۳" ] قحم[ رس‎ + (b - a) 
: اليرهان‎ 
: لنفرض أن 1 عدد يحقق‎ 
f(b) = f(a) + f(a) (b - a) + .... 

)5( 5 رھ ۴ 

(b- a)".‏ لك + (b - a)"‏ م 
نريد إثبات أن ط = (س) ۴ لبعض عر في (8.8). نعرّف ۵ بأنها: 
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م - م( لكك ) ورم (۲6 - 100 - 100 = 6)9 


0 لحمو 
ees‏ 


ستطيع التحقق من أن © تفي بشروط نظرية رول (هذه التفاصيل مطلوبة في التمرين 
6.۱ وهذا يتضمّن وجود س في (8,6) حيث 0 - («)" . أخذ المشتقة الأولى 
للدالة © في الصيغة (6) يعطينا: 


%(x) = - (+ f(x) — F(x) (b — x) + ۳( (b — x) = ...... 


برهان نظرية 6.6 تنقصه بعض التفاصيل» ولكن هذه هي الطريقة نفسها التي تم بها برهان 
النظريات ۰6.3 و6.4. ويعتبر إعطاء هذه التفاصيل تمريناً جيداً (وضرورة رياضية) (انظر 
التمرين 6.5.1). 


تماريسن 6.5 


| - أكمل التفاصيل في برهان النظرية 6.6. 


٠‏ استخدم صيغة تايلور للحصول على كثيرة الحدود من الدرجة الثالشة لتقريب الدالة 
1 + ۷ . (خذ 2-0 في العادلة (4) ). 


2 استخدم صيغة تایلور للحصول على كشيرة احدود من الدرجة الثالثة لتقریب 


.log (1 + x) 
استخدم صيغة تايلور للحصول على كثيرة الحدود من الدرجة السابعة لتقريب‎ - 1 
„Sin xX 


ت استخدم صيغة تايلور للحصول على كثيرة الحدود من الدرجة ١‏ لتقريب ê‏ 
6 برهن أنه إذا كان 0 < ۶ » فإن: 
2 


1+ م بجع‎ >1 + aT 
yrs Xx aa 5 
2 2 
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7- برهن أن ء عدد غير قيامي. 


(ارشاد: خحذ في صيغة تايلور 100-۵ 2-0 . 1=( وافترض أن 


جاع واضرب الكل في !(1 -م) حيث 0<0). 


۱ 

۱ ۲ 

6 قاعدة هوییتال L’Hopital’s Rule‏ ش 
۱ 


عند حساب أية مشتقة نأخذ نهاية خارج القسمة حيث أحياناً يؤول كل من بسط ومقام ظ 
خارج القسمة إلى الصفر. اذن التعبير ‏ چ" لا يعتبر غريباء إذ نعرف أنه قد تكون لنهاية 
هذه القسمة أية قيمة (أو رجا تكون النهاية غير موجودة). ببساطة ندرس ۰ 237 » 

جک 2/52 ء 1/([/6) هذه »] عندما تؤول × إلى الصفر. بالرغم من أن كلا 
منها على شكل 3 إلا أن الغبايات الثلاث الأولى هي 3 و0 وه عل التوالي. 
بینا الحالة الأخيرة لا تؤول إلى اية . النتيجة التالية تعطينا طريقة مبسطة ساب مثل هذه 
النهایات . 

نظرية 6.7 (قاعدة هوبیتال) : 

إذا كانت ع ٤,‏ دالتین قابلتین للاشتقاق في فترة حتوي على 2 و 0 ۶ () ع ۰ 
واذا كانت 


lim f(x) = lim g(x) = 


Xa‏ ات 


فان 
)%( 8 ممع 
ملاحظة: تكون صحيحة هذه النتيجة في حالة استبدال lim‏ ب صا أو صتا أو 


Xa”‏ جر 


lim‏ أو lim‏ . بإمكان قيمة النباية 1 أن تكون © + أو #- حيث تظل النتيجة 


+ بير مب 
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الرهان : 


لنفرض أن × قريب با فيه الكفاية من ه حيث خلال الفترة بين 2,* تكون كل من 
.م قابلة للاشتقاق و ع لا تكون صفرية. استنادا إلى قانون القيمة الوسطی لكوشي» 
وجد نقطة مر بين 2 ,× حيث يكون: 


الاحظ أن 0- هم = (۵)). 
ما أن س بين 8,*« و وج« فان ذلك يتضمن 2 دس ومن ذلك: 


(ب) ۲ E‏ 
[ عد 1 

(س)ام صم E)‏ مه 
من الواضح أن المناقشة السابقة تنطبق على النهايات من الجانب الأيسر» ومن الجانب 
الاين وكذلك من الجانيين. ما الحالة التي تكون فيها © +× فإنها تتطلب تغییرا طفيفاً. 


,بآ < 


: نستخدم الدالة الُساعدة - = ()۷ ونستخدم قاعدة السلسلة والحالة السابقة‎ 
1 
۱ ۲) 
L = li لاك‎ = Jim هك‎ 
xa+ E(x) . +*0يم‎ 7 ( 1 | 
ذاو‎ 
1 
# 0)'نا () ۲ ۱ “وم ورم‎ 
= lim = lim سس‎ 
0 - g (DI "لاس‎ g'(u) u(t) 
(fo u)’ (D (f o u) )( 
= lim lim 
ع) تفت‎ o u)’ )( e (g © u)(t) 
1 
1 تن‎ 
= lim 1 ۱ = lim 0 
با‎ 5 xe 8 (x) 
1 
الرهان في حالة © - +× يتم بالطريقة نفسها.‎ 
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مطلوب في التمرين 1 تفاصيل اخالة الأولى إذا استبدلت .1 ب هی أي أن: 


ينبغي أن تكون تطبيقات قاعدة هوبيتال معروفة لدى الطالب من مبادىء التفاضل 
والتکامل . . نوضح استخدام هذه القاعدة ف الأمثلة التالية : 


۰6.9 مثال‎ 
n (=D 


لاح ن 987 يحقق فروض قاعدة‌هوبیتال. 


(x - 1) 
: اذن‎ 
1 
log x 
4 1 
:6.10 مثال‎ 
لايزال‎ O TE lim 1 آحسب و‎ 


0 0ب( 
لدینا الشکل 0 وبذلك نطبق قاعدة هوبيتال مرة أخرى . وجود النهاية في التطبيق الثاني 
بؤدي إلى وجود النهاية في التطبيق الأول والذي بدوره يژدي إلى وجود النهاية. (وهذا ایض 


. صحیح لعلاقة التساوي)‎ 
1 — cos xX „Sin X 
lim یت‎ =[im 
ابر 3 اب‎ 2x 
COS X 
= lim 
ابر‎ 2 
ل‎ 1 
2 
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فى حالة اعادة التطبيق لقاعدة هوبيتال ک| في الثال السابق» من الضروري أن نتأكد في 
0 ا 00000 
دل مرة أن لدينا التعبير 5 وإلا فان فروض النظرية غير محققة وبالتالي نحصل على 
نائج خاطئة . لندرس الحالة التالية : 


مثال 6.11: 
اسب )2 > = (x‏ 11 عصی ف الحل کالای 
x42 (x - 2×‏ 1 
1 -22 8 اعد و 
lim 2 = i‏ 
2x ~2‏ 2بع x - 2x‏ 2× 
2 
= س ا 
1 
۳ 0 
المتساوية الأول صحيحة ولكن (1 - lim (2x‏ لا تساوى کڪ وبالتالى نحسب 
 )2- 2(‏ ویر 0 ۴ 1 
هذه النهاية بواسطة النظرية 4.6 كالآتي: 2 = سس . هذا السبب فان 


التطبيقات المتكررة لقاعدة هوبيتال قد تقود إلى إجابات خاطئة . 


نوع آخر من الشكل غير المحدود يشمل خارج قسمة حيث كل من البسط والمقام يزداد 
دون حدود. باختصار نشير إلى ذلك «©/©*» هذه الظاهرة نقابلها عند تحديد خط 


2 
التقارب الأفقى 25001016 لمنحنى دالة ما مثل: بت 
رب د ففي و (2 - 2م 


» ¬ × فان کل من البسط والقام يؤول إلى » ولکن من السهل أن نری أن خارج 


الى 


عندما 


دو مرة آخری نواجه الشکل © هه مرة 
أحرى» وليس من السهل إيجاد قيمة النهاية عندما »* × . نستطيع استخدام قاعدة 
-هوبیتال کا سنرى في النظرية التاليةء لإيجاد مثل هذه النهايات» بواسطة مشتقات "۶ و× على 


التوالي ما يعطينا هه 2 > .lim‏ 


xa 


القسمة يؤول إلى 2. في حالة 
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نظرية 6.8 (نظرية هوبيتال): 


إذا كانت ع .1 دالتين قابلتين للاشتقاق في فترة تحوي العدد ه و 0 (*)'ع. وإذا 


كانت: 
)1( م = («)ع lim f(x) = lim‏ 

۳ 

f(x) 

2 ڪڪ س 1 
۱ ( )( 8 2 

فان : 

۶0 _ 

Tm EO 9 


ملاحظة : إن التفسير نفسه الذي أعطيناه في حالة ه +× يستخدم هنا کا استخدم في 
النظرية ۰6.7 والذي يقول بأن النتيجة صحيحة في حالة النهاية من الجهة اليمنى والنهاية من 
الجهة اليسرى وكذلك من الجهتين؛ أيضاً في حالة « + هي »م أو © - هدر . كاانه 
يمكن استبدال .1ب +٥‏ أو ه-, 


البرهان : 


هنا سنتناول فقطء وبالتفصيل الحالة حيث 0 زا . باستخدام (ا) 


يوجد ۲۳ كبير با فيه الكفاية حيث إنه على (* ,"۸) لا تكون قيمة أي من الدوال ؟» 


4 4 ع صفراً. لكل × أكبر من "۷ د تضمن النظرية 6.4 وجود نقطة س في (× , (N‏ 
تحقق : 
ND‏ عر 
f(x) - f(N®) 55 ۳ e 1‏ 55 
EW 107 g (N)‏ 
g(x) - g(N”) 0 (7‏ 
0 ۳ 
۱ ( 8 - )1 10 
E(w) f (ND‏ 80 
امم 
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5 ع () 1 هدك‎ (N) 


۳) ۱ f (x) f () 8 (x) 
g8 (w) f (N f (N) 
| 1 )( 1-1 1 (x) 1 
اكاك‎ _ 8(N” 
۳ ۱ ۳ 1) 8 )( (4) 
8 م(‎ f (NY) 
e 


من (2) نعلم أن العامل الأول في الطرف الأيمن سيكون قريباً من 1 کل اخشير "۱۷ كبيراً با 
فيه الكفاية. إذن نستطيع إثبات أن (3) صحيحة ببرهنة أن: 


f(D‏ _ (۵ و 
f (x)‏ () 8 ۱ 
lim ۵ = 0. (5)‏ 
f ۳‏ 0 مير 

ا 


ولكن هذا ينتج مباشرة من افتراضنا أن: 
lim f(x) = lim g(x) = o.‏ 

ل ا ل ل fM‏ 2 
لاحظ أنه أولا اختير "۲ بحيث إنه كلما كان ۳ < سر فإن ا يكون قریبا 
من 1. إذن بعد تثبيت *۰(۷ نختار × أكبر من "۷ حيث إنه كلما كان #8 << > فان 
الكسور في (5) تكون قريبة من الصفر. 
مثال 6.12: 

أحسب /(«08) ذا عندمايكون 0<ع وهعدداً مد يساموجا: 


نجري الحسابات التالية : 


0 ۳ 2-1 1 
(log x) 506 n (log x) ( ۱ 


x00 x Xoo gx 1 
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n (log x)" ۴ 


= lim 
بر £ جپو‎ 
1 
n (n ~ 1) (log (2) ل‎ 
5 2 عير‎ 
n (n - 1) {log م‎ 
= lim 
2 
Xx ع‎ x 
n! (log 3 
= lim e 
ویر‎ e” x 
=0. 


إن التساوي الأول ناتج ومبرر بواسطة النظرية 6.8 أما التساوي الثاني فهو اعادة كتابة 


جبرية فقط . وقد استتبع ذلك بتطبیقات آخری للنظرية 6.8 ثم باعادة كتابة جبرية وهکذا. 


مشال 6.13: 


x 5‏ ۱ ۳ ۳ 2 
احسب 2 lim‏ عندما یکون 1 عددا صحیحا موجبا. بإعادة تطبيق النظرية 


xo € 


8 عدداً من المرات يساوي ۸» نحصل على : 


هناك أشكال آخری غير محددة مثل "0 وه و0. ». ولکن هذه الأشكال لا تتطلب تنوعاً 
آخر لقاعدة هوبيتال» بدلا من ذلك يتم حساب هذه الأشكال بإعادة كتابتها في أحد الأشكال 
غير المحددة السابقة . 
نوضح هذه التقنية في المثالين التاليين. 
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أحسب × ها لتفرض أن ×= ۷ ومن ذلك 


ویب 


)× دك = روما . بتطبيق النظرية 6.7 الآخير» نحصل على : 
۳۹ ا 
1 
)+( 
lim logy = lim = lim (x)=‏ 
+0جتر 1" ا جر x¬0+‏ 
2 
x‏ 
إذن: 
.1= 0 0 ب 52 8م lim y= lim‏ 
+0جر +0مير 
منال 6.15: 
س ف 1 
بين أن lim + ~J =e‏ . لندع ه تأخذ أي قيمة بدلاً من الأعداد 
الصحيحة فقط يكون لدينا خارج | قسمة 2 دالتین قابلتین للاشتقاق وبذلك نستطیع تطبيق 
نظرية 6.8 . 


لفرض أن “( +1)=ر ومن ذلك فإن: 
)لط اجيم =( ) + 1) ا x‏ = ريم 


باستخدام النظرية 6.8: 


xX x 
lim lim 
Xo 1 Xs 8 ۳ 
3 ۹ 
۱ 1 
= lim 1 
کو‎ 
x 
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lim ۱۵8۷۲ ع‎ 1 


ومن ذلك 


2 1 
lim ۷ < 6 =e. 


تیور 


تماريسن .سح 


1 - أعط تفاصيل لبرهان النظرية 6.7 في الحالة الآنية: 


03 مر (x)‏ ۲ 
= : 1 تتضمن م نا 1 
E (%)‏ همي )م سه 
احسب النهايات التالية في التمرينات من 2 إلى 18: 
۳ 
2- للداشيد- | im‏ 
[د + [log û‏ 
x + 6 ۱ ۲‏ 3% 1 
5 نن im‏ 
+x +5‏ ول 
cos x‏ + 1 
4- جس lim‏ 
ER sin 2x‏ 
cot x‏ 
lim “5‏ 
log x‏ 0ج 
3x + 1‏ دير 
lim -6‏ 
×2 - × = بر 91 
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lim (x log x) 
+(اجصور‎ 


lim (sec x — tan x) 0 


قد 
ذد × 


| بمو 


lim (cos vr) | 


x 0+ 
EE 

“مااع 
211 پڪ lim‏ 
عندما یکون 7 عددا صحیحا موجبا. 5 
1 ۲ 
۱ ا | lim‏ 
۳ و 

0 
e" 
lim ا‎ 
nn RF 
xe” — sin x 
lim 1 
0 sin x 
log x 
im | سس‎ | 
a x ~ 4x +3 
x 

lim 26 
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الفصل السایع 


تكامل ريمان 


The Riemann Integral 


7.1 مجاميع ريمان والدوال القابلة للتكامل 
Riemann Sums and Integrable Functions‏ 
إن الموضوع الرئيسي لهذا الباب مألوف للطالب في منهج مبادىء حساب التفاضل 
والتكامل» حيث يقدم عادة التكامل بالاستعانة بالمجاميع العليا والسفل. 
وهنا نطور النظرية انطلاقاً من تعريف مختلف. يستخدم غطاً أعم من المجاميع المقرّبة. 
وفي البند 7.3 نبين أن تكامل ريمان الذي نستنتج مكافء لتكامل داربو (#ناهط:ة2) الذي 
يعرف بواسطة المجاميع العليا والسفلى . 
وهذا يسمح لنا بالاستفادة من حقيقة أن بعض خخواص التكامل تبرهن بسهولة عند 
الاستعانة بمجاميع ريمان في حين يكون من الأسهل اثبات بعض الخواص الأخرى بالاستعانة 
بجامیع داربو. ووفقاً هذا التناول الثنائي نعطي برهانين للنظرية الأساسية في حساب 
نفرض أن ؟ دالة يحتوي نطاقها الفترة المغلقة [6 ,8] . والتجزيء (ده:]8يوط) 2 للفترة 
[3,6] هو الفئة العددية ,_)[,*) ٠‏ التي تحقق المتباينات: 


Xx > ... >× =۶‏ > × = ۵ ويعرّف معيار (00۳۳) التجزیء ۴ الذى یرمز له بالرمز 
n‏ 1 0 بعر ي ي پرمر له بالرمر 
|۱۱۳۱ بأنه: 
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max 1۳۹ - x: k=142¢... cn}.‏ = |إط|! 


وبذلك فان م يحدد ١‏ من الفترات الحزثية للفترة [ط ,8] » يكون طول أكرها هو || || » 
والفترة الجزئية [,* » ,نا تسمى بالفترة الحرئية رقم ! (المحددة بالتجزيء ۳). وني كل 
فترة من الفترات الجزئية ال« نختار عددا وليكن يمر في 4 , ,*] ونکون 
الجموع : 


). 


k-1 


دحي f()‏ 3 = (م ,6 


ساب التكائل نستطیع فور معرفة أن (س P(f,‏ بعل نويا س ا 7 


الدالة ؟ والمحور الأفقي (بالطبع» إذا كانت ] غير متصلة في [.3] فقديكون من( 


الصعب التفكير في منحني ‏ بوصفه يمثل حدوداً لثل هذه المنطقة) . 


وهناك تفسير آخر يتميز بانه خالي من الارتباط الهندسي أو الصوري وهو أن (س ,؟) ۴ 
يمنا نوعاً من «القيمة المتوسطة» للدالة ۴ على إا :2] . ويمكن ملاحظة ذلك فيا يلى: 


53 


دا 6 با ۲ 2 - © - )م 


ا 1 زد %7( 
وفي المجموع فإن كلا من الصور (,)؟ مضروب في الكسر ا 


الذي يمثل جزءاً كسرياً من [ :2] حيث اختير فيه العدد س . وبذلك فإن المجموع هو 
التوسط الموزون للقيم (رد)؟ 4 ..... » (ی؟ _ من مدى4. ثم نضرب هذا المتوسط 
الموزون في الطول الكلي للفترة [8,6] لنحصل على مجموع ريمان (م ۲)6 . ولذا 
فمن الطبيعي أن نتوقع أن (ه - )۱  ۳۲۷(‏ يعطي متوسطا لقيم الدالة ؛ على 
[3,5] . ويكون هذا المتوسط بمثابة أفضل دليل لسلوك ‏ إذا كان التجزيء ۴ بحدد فترات 
جزئية «صغيرة» فقط ولذا سنختير سلوك (بر,) ۳ عندما يؤول ۱۳| إلى الصفر. 


تعريف 7.1: 
يقال بان الدالة ۴ قابلة للتكامل وفقاً لريمان على [ط ,ة] إذا كان: (س ۴)١,‏ نا 
ماما 
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5 
موجودة. وفي هذه الحالة يرمز إلى قيمة النباية بالرمز 1 وتسمى بتكامل ريمان 
للدالة ۴ على [,8]. 


وقبل الاستمرار في دراستناء يجب الاعتراف بأن هذا التعريف لا معنى له في الوقت 
الحاضر؛ لأن مفهوم النهاية (س,م)8 11 الذي بني عليه التعريف هو مفهوم جديد 
ناما علينا. وهي بالتأكيد ليست خباية ملثالية كا أنها ليست نباية دالة؛ لأن (س ,۳66 
ليست دالة في المتغير ||| . ولتقدير هذا التأكيد الأخي نأخذ في اعتبارنا حقيقة أن لقيمة 
معطاة ||| يمكن أن توجد كثير من التجزئیات للفترة [ط ,2] التي يكون طول أكر 
فتراتها الجزئية هو ||ط|| . على سبيل الثال. يمكن تجزيء الفترة [0.1] بالتجزيئات 


المختلفة التالية : 
2 1 
,13 ج 047{ درم 
3 1 1 
ا امد 
}1 4 2 3 0{ 5 
2 1 2 1 
EE Ea‏ 
"۳ 1 ۱ 
وعندئذ فان ج = و۳ = الم۳| = اارطااد 


وعلاوة على ذلك» فلکل تجزيء للفترة [ط ,ها له العیار العطی ۱۳| توجد طرق كثيرة 
لاختيار النقط بلس في الفترات الجرئية ال 8. وبالتالي فان قيمة ||5|| لا تحدد 
فيمة المجموع (س ,۳61 » وهكذا من الضروري تعريف مفهوم النهاية الذي استخدم في 


التعريف السابق . 
تعر يف 7.2: 
تعنى المقولة «1 = (ب ,۲۳6 imا»‏ أنه إذا كان 0< ع فإنه يوجد عدد موجب 8 


0/۵ 


بحيث يكون لكل تجزيء ۳ للفترة [0 ,ه] بعیار 8 > | 


{uw > مرها‎ ۷-۰1۰ 


ولأي اختيار للنقط 
تتحقق التباينة 
ء > |1 - (م ,۳6| 
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وعادة يكون التحقق المباشر من وجود النباية (۳)۲ صنا على مثال محدد أمرا في 


ماع 


غاية الصعوبة. غير أن لهذا التعريف للتکامل ۳ میزات إيجابية مؤكدة لتطوير 
النظرية. وفي البند 7.3 ستثبت صياغة مكافئة للهاية ریم ,۲0 "|1 e‏ 


ازج 


امتختدانها للتحقق من قابلية 0 أمثلة خاصة من الدوال. . ومع ذلك» فقي القت 


0 
۱ 
1 
١ 
۱ 


مثال 7.1: 


إذا كانت ۶ دالة ثابتة على [ط ,ة] ولنقل © = ()؟ > فإن ۶ قابلة للتكامل عل ا 
[a,b]‏ و -م© 1ل . ۱ 


ولاثبات هذا التأكيد نلاحظ أنه لأي مجموع من مجاميع ريمان یکون : 


x)‏ - يك <u) = DZ C(x, - xJ) = CZ‏ 6م 
k=1 k=1‏ 


- 


= C(x, - x) = C(b ¬ a) 


وبذلك فإنه للعدد المعطى 0< ع فان المتباينة : 


ع > |(ه - )0 - (س ,)| نتحقق ببداهة. وبذلك فان 


P(f, pu) = 0-۵‏ سلا 


ماما 
مثال 7.2: 


إذا كان : 


1; if xEQ®, 
8)) = 
0, if 6ع‎ © 
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دن ع غير قابلة للتكامل على أية فترة [8 ,8]. 

(ھ- ) _ ۳ 55 
لإثيات أن ع لا يمكن تكاملها نأحذ 2 € ونستخدم كثافة الأعداد 
مياسية (المنطقة) والأعداد غير القياسية (اللامنطقة) . لأي تجزيء «P‏ مهما كان 8 ضغيراً» 
عنری كل فترة جزئية محددة بهذا التجزيء 5 - بالضرورة ‏ على أعداد قياسية وأعداد غير 


دبسية» ولتكن: 


ار ع بم »© ,]۲ حيث )س في 6 سر في ماب . 


عدئذ يكون: 
له -ي) g (f)‏ > - ج) P‏ 


n 


P (g, ”) = 2 و‎ 2001153111017 


.ما أن الفرق بين العددين (۲ )۳ ("س ,ع)۲ هو (5-2) 00 فلا 
,جد ذلك العدد 1 الذي يكن أن يكون الفرق بينه وبين أي مجموع من المجموعين أصغر 


2 تسن . وبذلك فان النباية ۲( ,ع۳6 "اا غير موجودة» ومن ثم فاد يم 
۲ 0اه 


7 ر قابلة للتكامل في [a,b]‏ . 
لر f(x) dx‏ 1 مألوف ف حساب مبادىء التفاضل والتكامل للرمز إلى قيمة 


'تكامل . وعلى الرغم من أننا نستخدم م الرمز الختصر ۶ ۷ في مناقشاتنا النظرية» فان 
ریز الأطول لحه 00 )له ميزة خاصة عند العمل على دالة معينة. ولا يجب أن 
نشا أية بلبلة عند استخدام هذا الرمز في الأمثلة والعارین. 


۰ 


غاریسن 7.1 


آثبت فى التمارین من 1 الى 5 أن ۴ قابلة للتکامل على فترة نطاقها [ط ,8] وتحقق من 
۲ 


قيمة 1 
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۳ 1 1 
اس 


2 عل [0,1] ٠‏ تکون: 
1 


5 × = 0 أو‎ E 
f(x) = 


3- على [0,1] . تكون: 
1 1 
۱ تاشر ش1[دع ,1 
0 ۶ 1 3 5 0 
في أي مکان آخر , 0 
4 على ]2 ,0[ > تکون 
۲ 1 > > 0 , 1 
f(x) = 5‏ 
0 :12 , 2- 
5 على [0,2] . تکون: 
:1>< >0 , 2 
د f‏ عع , 5 f(x)‏ 
52« >1 , 0 
6 عل 10.11 تون 
۱ ۲ 1 3 3 
Ju...‏ ابا[ , „Jul‏ خاع: .۱ 
f) =‏ 
۲ 1 3 1 5 1 
0 0 تا تاد[ 2, xe)‏ .۱ 
1 
20 ۶ 
0 
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- أثبت أنه: إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على [0,1] . فإن: 
kK)‏ ع عه 001 
f f.‏ = )=( > ل im,‏ 
٠‏ معطى أن ×- ۷1 = ٤)»(‏ و قابلة للتكامل على [0.1] أثبت أن: 
1 2 
3 ت im, 4 DZ VÊ‏ 
k=1‏ 1 
۳ معطی أن پل = («)۴ و قابلة للتكامل على [1 ,0] أثبت أن: 


i = 1 f 


۲-۱ k — 3n 0 


2 الخواص الأساسية 


ا آننا نتعامل مع مفهوم للنباية جديد كلياًء يجب البدء بإثبات نتائج أساسية مشل 
٠‏ حدانية قيمة النهاية وخاصية الانغلاق الجبري . وخلال.هذا الباب سنختصر عبارة «8 قابلة 
سكامل وفقاً لريمان» إلى «؟ قابلة للتكامل». وني الأبواب الأخيرة سندرس نطاً آخر من 
نکاملات. غير أنه حتى الحين لا يجب أن ينشأ أي سوء فهم بهذا الصدد. 


نظرية 1. 7: 

إذا كانت الدالة ۴ قابلة للتكامل على [ط ,18 فان قيمة ؟ 1 وحيدة (unique)‏ . 
البرهان : 

نفرض أن 1= ۳,۲ "ا » وليكن 3 عدداً لا يساوي 1 . نبين أن ز لا 
مكن أن یکون ضاية (۲ 6 باستخدام ۳ دع . وحيث إن ع هو 


صف السافة بين 11 ينتج أن الفترتين (م + 1-561 »(ء+1)ء-1) لا 
ستاطعان. 
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وعندما یکون ‏ تجزئياً للفترة [ط .] بمعيار ||| صغير بدرجة كافيةء فان (م ,86 
تكون في الفترة (ء + 41 ء - 1) وذلك لأي اختيار للأعداد بلس . عندئذ 
(۳ ليست في ( +1,ع-0 ولذافإن ع < |1- | مها کان 
ااا صغيرا بأية درجة. ومن ثم فإن: (س ,)۴ ۳زا لا يكن أن تساوى [. 
جام[ 0 
مفترض 7.1: 


إذا كانت الدالة ۴ قابلة تلتکامل على [ط ,2] فإن ؛ محدودة على هذه الفترة. 


البرهان : 


نفرض أن ؟ معرفة» ولکنها ليست محدودة على [,3] » ونفرض أن 1 أي عدد. نؤكد 


أنه مها كان المعيار ||8|| صغيراًء فإنه من الممكن اختيار ,یم بحيث یکون 


w) | > | + 1‏ ۳6| وهذا ما يؤدي إلى التالي: 1< |1- (سم,)م| . نفرض 
أن 5 أي تجريء للفترة [5 :3] عندئذ فإن ؟ يجب أن تکون غير محدودة على الاقل عل 
احدى الفترات الجزئية المحددة بالتجزيء ۳ ولنقل. الفترة لم" ° دوا 


ول 7۳ تخار الأعداد ليسا التي تحقق التباینات ۱ 


× ک يها > رد ۰ بأية طريقة. 


وهکذا حددنا العدد: ‏ (ر_ي* - ,6 لت 2 ۳ 
k#m‏ 
والآن نستعين بلا محدودية ۴ على [م*4 بیدا لاختيار م بحيث إن: 
(Xk‏ || 2 + +1< الب 7 (f(r) mn‏ 


وبذلك فان الحد رقم يكون الحد ذا التأثبر الأكبر في المجموع (م ۴)١,‏ . ونحصل على 
1 + انا < ارس ,)۴| . ومن ثم فإن (م im PU‏ لا يمكن أن توجد ولذا 
فإن ؛ ليست قابلة للتكامل على [ط ,3]. 


نظرية 7.2: 


إذا كانت كل من ع ,1 دالتين قابلتين للتكامل على [9 ,18 ۰ وکان » عدداً ما فان 
ع +۴ واك أيضاً قابلتان للتكامل على [ط .3]. وعلاوة على ذلك فإن: 
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الرهان : 
نفرض أن 0< : ونختار العددين الوجین ,8,8 بحيث أن: 


b 
| ,)م‎ w) -] f| > 7 يؤدي إلى‎ |۳۱ >, 


b 
|« يزدي إلى ج > اه ل - سي‎ ۴>8 


والآن نعرّف (5 مة) «نص = 8 . وهذا يضمن لنا أنه إذا كان 8 > || ۳ فإن: 
Ee‏ [نيسء + دم ] | - |2 f‏ + ل)- رو +۳6 
ا )- 
r0 x ٩‏ | 


53 ۳ و ات ین لسع 2 + 


> | - م| + 1 "ل‎ e.» - f 5 
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ومن ثم تكون ع +۴ قابلة للتكامل و: 
b b‏ 65 
e) = J ۱+ 5‏ +( 1 
وتكون قابلية ۴ء للتكامل واضحة إذا كان 0 ولذا نفرض أن 0 ونختار 8 
بحيث أن 8 > !۱۳| يؤدي إلى: 


€ 


اءا 
عندئذ 8> ||۴|| يؤدي ایضا إلى: 


(P(t. کاش‎ 0 ۳ 


n 


P (cf, - ع‎ | - |> ef (u) (x) - 1 


k=l 


b‏ ب 
|1 ]ه ARES‏ 


(۵ ۱ ع) ۵ > 


وبذلك فين ع “ع دك ۲ 


وتنتج الآن قابلية ع -: للتكامل من الحالتين السابقتين بالأخذ في الاعتبار 

f + cE‏ مع کڪ 

وعلى الرغم من أن النظرية 7.2 قد صيغت وبرهنت لمجموع دالتين» فانه يمكن تعميمهما 
على جموع 0 من الدوال بالاستعانة بالاستقراء الرياضي (انظر تمرين 7.2.5). وهناك نوع 
آخر لخاصية الجمع يمكن إثباتها لتکامل ريمان. ففي النظرية التالية نأخذ في اعتبارنا دالة 
واحدة فقط ولكن تكاملها يحسب على فترتين متجاورتين ومن ثم تجمع النتيجتان . 
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نظطرية 7.3: 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للتكامل على [ط ,2] وعلى [ط ,2] فإن ۶ قابلة للتكامل على 


[a. «|‏ و 
۰ 6 ۰ 
f.‏ 1 +۶ ] -؛ 0 


الرهان: 


أي تجريء ۳ على [© ,3] يحدد التجزيئين ,2 ,,۴ على [ء ,ا] و[ط,3] على الترتیب» 
إذا | تكن 0 إحدى نقط التجزيء 27 فإنه يمكن أن تكون موجودة بين ,۰2 | حيث [ 
هر أصغر عدد صحيح بحيث يكون b > x;‏ 1 


في مجموع ريمان (س ,۴)۴ » نختار العدد بسر من [ز5 مرا > وقد يكون لدينا إما 
ایا 6 سر أو [b,x]‏ € رس 


5 الحالة الأولى يكنا أن نکتب: 
1- 
ماه )( f‏ + ی لت = (س P(f,‏ 


- f(b) (x - b) + f (u) (x - b) 
+ f(b) (x, - b) + Z f (u) لو‎ 
ej 
= ,)يم‎ w) + [f (e) - f(b)] ب‎ - b) رطع‎ (f, mw. 


وبالثل» إذا كان رس في [* ]b,‏ يمكتنا أن نكتب: 
+P, (f, pw).‏ لد - 5) P(f, w) = P, (f, u) + [f() - f(b)]‏ 
وإذا كانت ۲ > (10 في [38,6] نحصل في كل من الحالتين على : 


161 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


۱ 


P, (f. | > 2k IPN‏ - جم ,۳ - رمع م| 


لان |( گر - و > ر وا b‏ و ۲۱| کر x - b > x, — x‏ 


وإذا كان 0<: فان قابلية ‏ للتکامل على [نا.ة] وعلی [ء ,ط] تمكننا من اختیار 
او۳!| » 5> الا يؤديان إلى: 


عدد موجب 8 بحیث إن ۳-۹ 
b € ۰ 3‏ 
f > 2‏ - 6 يهأ i‏ چ > f‏ - ۳6| 
ويمكننا أيضاً أن نختار 8 أصغر من ذلك إذا تطلّب الأمر» بحيث یکون 
تست >8 . الآن وما آن: 


<> الرعلال » إلطا| > إايعاا نرى أن: 


۵8 يؤدي إلى: 


| سكي - ضر f+ 1 ٩ > |۳6, w) - P,‏ ۳ - ضر ۳6| 
1 ۳ - ,۳,6] + |؛ ۳[ - مارم + 


3 8 
اع > لهال الاك 
3 3 3 |اطزاع 2 > 


ومن ثم فان : ۱ 
b‏ 
lim ۳6 = [ + 7‏ 


|۳0 


الدالة . والفكرة العامة هي أننا اذا حسبنا نهاية صيغة ما محدودة (من أعلى أو من أسفل)» 
فان نفس الحد يحد أيضاً قيمة النهاية (انظر أبضاً قرين 7.2.4). 


۱ 
والخاصية التالية مشابهة (مناظرة) للمفترضین 2.2 و 2.1. وهناك أيضاً نتيجة مشاممة لنهایات 
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نظرية 7.4: 


إذا كان كل من ,۴ قابلة للتكامل على [8,5] وكانت (20 > (20 لكل × 
و [ط,ھ] . فإن: 


الرهان: 
في البداية ندرس الحالة التي تكون فيها (10 مطابقة للصفر. عندئذ تكون 
210( على [a,b]‏ > عندئذ لكل مجموع من مجاميع ريمان يكون 
0< (سربع)م . ولذا كان 141>0- -ه ‏ فليس من الممكن الحصول على 
۾ > |1 - (م بع)م| ؛ لان البعد بين (س ,)۲ وبين 1 يساوي على الأقل | 
(أنظر شكل 7.1). 
والآن ندرس الحالة العامة التي فيها تكون ؛ دالة اختيارية قابلة للتكامل 
و 20 > (10 
نعرف ۰ (10 - (ع = رط 


من الواضح أن 0 < (*)ط. ووفقاً للنظرية 7.2 تکون ط قابلة للتکامل على [ط ,ة] » 
وغذا فان الحالة الأولى من هذا البرهان تؤكد لنا أن : 


0< f n= f 9- ] و‎ [۳ f 


كان أحد التفسيرات المبررة للتكامل هو نهاية المتوسطات الوزونة لقيم من مدى ۶. وعند 

أخذ متوسط فئة كبيرة من الأعداد. يمكن تغيير قيم قليلة دون تغيير التوسط كثيرا. وهذا 

صحيح ل (سم .۳ ولقيمة التكامل الناتج» أي أن (20 يمكن أن تتغير عند عدد 
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محدود من الأعداد × في [.3] دون تغيير قابلية ٤‏ للتكامل أو قيمة تكاملها. وقد وضحت 
هذه الخاصية في مارین 7.1.1-7.1.5. 


نظرية 7.5: 


نفرض أن ؟ دالة قابلة للتكامل على [ط ,ة] وأن (100< 0ع لكل النقط فيا عدا 
عند عدد محدود من النقاط في [5 :8] » عندئذ تكون ع أيضاً قابلة للتكامل على [ط ,ة] 
ويكون ؟ اح 


البرهان: 


يكفي أن نثبت النظرية لتلك الخالة التي تختلف فيها ع عن ؟ في نقطة واحدة بالضبط في 
[.2] ؛ لانه يمكن جعل ؟ تتغير 8 تغيراً بتغيير قيمتها في نقطة واحدة وتکرار عملية 
الاثبات ١‏ مرة. ولذا نفرض أن (10 = (×)ع لكل قيم × في [4.6] فيا عدا عند 
نقطة واحدة وهي 2 أي لكل قيم × في (2) - [ط ,ة] . ولأي تجريء ۲ يمكن أن توجد 2 
عل الأكثر في فترتين جزئيتين (قد تكون 2 نقطة تجزيء). ولتكن في .ریت 
.ر*] عندئذ فإن: 


m 55 


fl‏ ذل Pm‏ + ضرم - سرهم | = f|‏ “ل - مهما 


a a 


لب = وه [ليس)؛ - (بد)ع] ۳ 5 
| ۸ = زر ۳ + 
اربوا ب |2 ت 58 < 


لم > بم |2 - 2| + 


| 1 ا ۳ + 
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نا 0 1 چ 2ا < 
0 4 "ل - صم + 


3 
,دا کان 0<ع نختار دوه 


(اه؛ - ها 4( 
بضاً نختار 8 صغيرة بدرجة كافية بحيث يؤدي 8 > |أطاا إلى: 


b 1‏ 
١‏ > |1 "ل - )۶| . وبالتعويض عن ذلك في السطر الأخير من (1) نجد أن 
۰ ۰( يؤدي إلى: 


ع + + > + + | - هه| > |: ”ل - .| 


نارين 7.2 
- معطى أن: 
0 “¢ 2 57 
x) =‏ 
(i‏ 
بين ما إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على كل فترة من الفترات [1,1-] ۰ [1,0-] ٠»‏ 
[0,1]. 


۳ 2 4 ۳ 
اث أن 1= 0*۶ sec‏ ۲۱ أثست آن: 
معطی ۲ ۱ » انیت 


7 7 
tan x dx =1 (2)‏ 1 
- بفرض أن بكوزو + 1 = ()1 2 تعرف دالة قابلة للتكامل» بين أن: 
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nr 0 7 27 
tnt ۲ إل‎ :-[ ۶ 


4 أثبت أنه إذا كانت ۶ قابلة للتكامل على [طبة] و ۷M‏ > ()؟ > "ص لکل ×ي 
[ط.ه] فإن: 


b 
m(b - a) < ] f > M(b - a). 


أثبت تعميم النظرية 7.2 على مجموع 10 من الدوال قابلة للتکامل : 


6- الدالة » هي الدالة السلّمية (Step function)‏ على | ,] إذا وجد تيزيء ۶ عل 
[ .8] بحيث تكون » ثابتة على كل فترة جزئية مفتوحة ‏ (,,_,») علد 
بالتجزيء ۰۳ فاستعن بالنظرية 7.3 و7.4 لإثبات أن الدالة السلّمية قابلة للتكامل وأنه 
إذا كانت ,=( في مره فان: 


0 5 
“لي 7«( رلا 2 0 1 


7- أثبت نظرية القيمة الوسطى لتكاملات (84971): إذا كانت 1 متصلة وقابلة 
للتکامل* على [" ,ة] فإنه يوجد عندئذ العدد سم في [,8] بحيث يكون: 


5 
wm 0-0-۶ 


7.3 معیار داربو للقابلية للتکامل 
(The Darboux Criterion for Integrability)‏ 
ہے 
نوضح في هذا البند بالتفصيل سیات وخواص الدوال القابلة للتكامل وفقاً لان التى 
لا تعتمد على قيمة النهاية (س ۴)٠‏ "نا . وبهذا العنی فإن هذا يناظر معيار 
هاما 
(#) . ستبت فيا بعد أن الدوال التصلة قابلة للتکامل» ومن ثم يصبح هذا الجزء من النص زائداً عن الحاجة . 
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کوشی لتقارب المتتاليات (Sequential convergence)‏ . 
وهذ! التوصیف مفید للغاية في إثبات قابلية دوال من فصول (012:9) معينة للتکامل . 
ونستعين به على وجه الخصوص لاثبات أن الدوال التصلة واندوال الطردة قابلة للتکامل . 
ولكي نرسی أساس هذا العمل يجب أن نتفق على بعض الرموز والصطلحات. نفرضص 


أن ؛ دالة محدودة على [9 ,ه] ٠‏ وأن ۴ تجريء من [ط,8] . وحيث أن محدودة على كل 
رة جرئية ‏ ]× درا يمكننا أن نعرف : 


۳, = glb 100: ری‎ SX > xJ, 


M, = lub 6000 رد‎ SX >> x. 


والآن نکون المجموع الأسفل والمجموع الأعلى للدالة ۴ بالنسبة إلى ۲: 


L (f, P) = 2 mM, ( لي‎ 
U (f, P) = 2 M, يد يك‎ 


ونلاحظ أنه لأي مجموع من مجاميع ريمان (سر ۳۶ يكون: 


رم نا > (س ۳ < (۳ Lf,‏ ؛ لأن ۸ > m, < f(u,)‏ 
ل ه4... 14 دير 

وأيضاً نلاحظ أن المجموعين الأسفل والأعلى قد لا يكونان مجموعي ريمان؛ لأن العددين 
> يد قد لا يكونان في مدى 1. 

وإذا كان كل من ۳ 8 تجزئياً في [طبه) و ۳۶۳ ء فان ۲ يسمى تدقيقاً 
)refinemen)‏ ل ۲ . وهکذا يمكن إجراء تدقیق للتجزيء ۴ بإدخال نقط تجزیء إضافية بين 
نقط 8. ومن الواصح أنه إذا کان "۳ تدقیقاً ل فان اهاز > ۱۳ . وایضاً اذا كان 
۳ تجزيئين في [ط ,8] فان هیا تدقيقاً مشتركاً؛ على سبیل الشال فان ۳۳ لام 
تدقيقاً لكل من ۳۳۰ ؛ لأنه يحتوي على فتتي نقط التجزیئین كلاهما. 


167 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


نظرية مساعدة 7.1: 

إذا كان كل من *۳» ۲ تمزئياً ل [ط.ها فان (۳) لا >( كما .أي آن اي 
جموع أسفل لا يكن أن يزيد عن أي مجموع أعلى. 
البرهان : 

في البداية نلاحظ أنه مع تزايد نقط التجزيء ۳ تتزايد المجاميع السفلى وتتناقص 
المجاميع العلياء أي أنه إذا كان 

L(f,P) ند‎ my لا‎ 
۲1 

أضفنا نقطة 2 في ٩‏ رو لنکون (2) ۴۱ < ۳ . فان: 


16, ۳( = Z m, (x اسح ليد‎ (2 = x, +" ب‎ > 20 
k#j 


حيث 2۳۲ هما أكبر حدين أسفلين للدالة 10 على ]× 2 ۰ [2ىن_«] عل 
الترتيب. 

وبذلك فإن: 

"zm 4 0 20 


۱ ۲ 2 رانظر شکل 7.2) ولذا: 


m'(z - x) + m"( - 2) > m [( -( + 6 - 2)] = m و‎ = * 


ومن ثم فإن: (۳ ,1)۴ < 1)٤,۴(‏ . وبامئل 
U(f, P’) > U(f, P).‏ 
والآن نفرض أن ۳۳ أي تجزيئين على [.ة] » وأن ۴ ل ۶= "8 . وحيث 
إن ۳ هو تدفیق لكل من ۳۰۳۳ فان الملاحظات السابقة تعطینا 
+(" ,)نا > (۲ L(f, P) > ۱, ۴( > U(f,‏ 
ونکون قد أثبتنا النظرية الساعدة 7.1. 
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سا وج نا 


ي 


شکل (7.2) 


والنظرية المساعدة 7.1 تؤكد لنا أن فثة كل الحدود السفلى للدالة ۴ حدودة من أعلى» وأي 
عموع أعلى سيكون بمثابة حد أعلى . ولذلك ووفقاً لمسلمة أصغر حد أعلى (1:118) يوجد 
'صغر حد أعلى غذه الفئة» ولنقل مثلا: 
lub, {L(EP)}. (1ı‏ = 2 
وعلاوة على ذلك فلأي مجموع أعلى» يجب أن يكون: 
U(fP). (li‏ > 0 
وبا ثل فان فئة کل الجامیم العلیا تکون محدودة من أسفل بکل جموع أسفل. ولذا يمكننا 
تعريف ۸0 كا يلي: 
.A(D = glb, {UG,P)}. (0‏ 
ولاي مجموع أسفل نحصل على : 
.L(f, P) <A(D. 0‏ 
وینتج من التعريفين (1) و (2) ومن النظرية المساعدة 7.1 أن )۸ > ©)۸ ؛ لأنه إذا كان 
مدع قد > م۵ + [A(D‏ دس 
فإنه يمكئنا إيجاد مجموع أعلى (10)6,5 في الفترة )»< عم) ومجموع أسفل (18:۳ 
٤ x9) 5‏ 5 ما يتناقض مع النظرية الساعدة 7.1. 
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وبا أن مجاميع ريمان تقع بين المجاميع العليا والسفلی فمن الطبيعي أن نتساءل ماذا يحدث 
عندما يوجد مجموعان أعلى وأسفل قريبان من بعضه بأية درجة اختيارية؟ أي عندما 
40 = ۸)9 . نتوقع أن يجبر ذلك مجاميع ريمان على التقارب إلى نهاية تکون مساوية إلى 
القيمة المشتركة للمقدارين 0 ۸۷ . وهذا بالضبط ما يحدث وهو ما يمدنا بیزة 
القابلية للتكامل التي نبحث عنها. وقبل الشروع في برهان هذه النظريةء يجب أن نثبت 
نظرية مساعدة تعطينا الارتباط الضروري بين مفهوم النهاية عندما ||5|| يؤول إلى الصفر 
ومفاهيم ال طاع » طا ل (1). (2). 
نظرية مساعدة 7.2: 

إذا كانت ۶ دالة محدودة على م ۳3 ۰ فإن: 


lim L(f,P) = 2) 
ماما‎ 


و 


lim ۱۲-۸۵ 
مالم‎ 


أي إذا كان 0<ع فإنه يوجد عدد موجب ۵ بحيث إن 8 > ||۴|| تتضمن: 
+e.‏ هالخ > (ط,ك)نا < =e‏ ۵<(ظ بآ 

الرهان: 

نفرض آن > |0| لكل ×في [ط,ة] وان 0< . وفقاً للعلاقة (2) يوجد 
تجزيء {z2},‏ = “م للفترة [,.ه] حیث یکون "16۳ أصغرمن 
< + ۸۵ انعرف 9 =8 ونفرض أن ۴ تجزيء يحقق التباينة 
۳8| . ولكي نبين أن ع + ۸۵ >(۷:۳ ندرس التدقیق المشترك 
۳ ۳-۲۱ بين ۳۳۲ 
عندئذ فإن بعض نقط التجزيء ر <) إ۲ هي ,۶ من » وبعضها لايتمي إلى 
هذه النقط ويمكننا في الجموع (106,۳ فصل الحدود إلى مجموعتين: 
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.2, حيث لا حتوي الفترة [ل: رها أية‎ ZM, حي»)‎ x) (i 
.2 حيث تكون ما × أو × (أو كلاهما) هي‎ 22 ۸۸ (x, = x) (ii) 


وحيث إن احدود من نوع () هي أيضاً حدود في الجموع (۳ ,1/6 ينتج أن 
(۳ .)ا - (5 ,1001 تتكون بالضبط من الحدود من النوع (11). ومجموع كل الحدود 
هی ن النوع (11) یتکون على الأكثر من 1- 4q‏ حداً كل منبا لا يفوق: 


۱۳۱۰۱۳۱۵ 


a 
: وبذلك فان‎ 


jez. 


U(f, P) - U(f, P’) < (2q - 1) [ كب‎ 2 


35 


Uf, P) > U(f, (+ 3 


6 
— + (*ط2 U(,‏ < 
جرم م 


E ع‎ 
<A + = ب‎ = 
(0 2 2 


= ۸) +e, 


lim ۱, P) = ۸) وهكذا أثبتنا أن‎ 
lIplla0 


ويمكن اثبات الجزء الثاني ()۸ = (۳ 1 :ا بطريقة مشابهة. 


ماما 
نظرية 7.6: نظرية داربو للقابلية للتكامل : 
الدالة المحدودة 1 قابلة للتكامل على لقا +8] عندما وفقط عندما يكون 
۸۵ = ۸)9 . وني هذه الحالة یکون ۸)0 = ۸)9 = ؟ 1 
الرهان: 
نفرض أولاً أن 1= ۸)0 وأن 0< ء ء بالاستعانة بالنظرية المساعدة 7.2 ييكننا 
اختيار 8 بحيث يؤدي 5 > ||۴|! إلى 
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اع +1 > (< 6 ¢ ع -1< (ط ,16 


وعندئذ لأي اختيار ل ری( نحصل على: 
بع +1 > U(f,P)‏ > زم ,۳ > e > L(f, P)‏ -] 


Per =| tê‏ طالا أن 8 > ||2|| . ومن ثم فان ؛ قابلة للتكامل على [ط ,ة] 
و ۲-۱ ل 


والان نفرض أن ۴ قابلة للتكامل على [9 ,ة] وآن ۱-۱ » ونفسرض أن 
0< ء . إذا استطعنا أن نبين أنه لتجزيء ما ط يكون U(f, P) = L(f, P) < e‏ ۱ 
عندئذ يمكن الاستنتاج أن ۸0 = قد + لأن P) - L(f, P)‏ ۸0-۵۱۵ 
ولذا فسنحصل على ۲ + ۵ > )4 . وبا أن ع أي عدد اختياري موجب فان ذلك 
سيؤدي إلى > ۸ . 


ولكن ()۸ < 4)9 يكون صحيحاً دا لذا نستنتج أن ()< = ()4. 
نختار 8<0 بحيث يؤدي 8 > ۳۱ إلى > ۱ - ۳6| ۱ 


وحيث إن : 


M, = lub {f(%) : x € [x xJ} 


m, = ماع‎ {f(0 : x € [x xJ} 
: الي تحقق المتباينتين‎ [Xp x] فإنه توجد تلك النقط هر » نا ف‎ 


E 
fu) >M سس‎ ff) < m1 لاس‎ 
۶ (ه-مه4 ۲ (و )هت‎ 
: عندئذ فان‎ 
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لبي = P) = ZM, (x,‏ ,كنا 


< مت نه‎ + 1 - x» 
î 4 (b - a) 
= P(f, uw’) + نا‎ XL 
4 (b — a) RE 
کک کو کے‎ 
4 2 
ء بالل فإن:‎ 
ن‎ 3 
۱6, زم‎ > Z [f(u) - [ - ×0 
2 4 (b - a) 
ا‎ 
= P(f, u”) 4 
3 E 86 
۴ 4 E 
: و بالتالي فان‎ 


١‏ > (۳ 1۰ - (۳ .)ا وبذلك يتم البرهان. 
عند استخدامنا لنظرية داربو في اثبات أن دالة ما قابلة للتکامل. فإننا نستخدمها في واقع 
الامر في الشکل الناتج في برهان النظرية 7.6. 
ولكي نسهل من هذا الأمرء نعزل الجزء الذي نریده ونعتره نظرية مساعدة: 
نظرية مساعدة 7.3: معيار داربو للقابلية للتكامل (0010): 
إذا كانت ٤‏ دالة على [8,6] بحيث إنه يوجد لأي عدد موجب 0 <: تجزيء ۲ 
تحقق التباينة : 


1/06, P) - 1, ۴( > ,ع‎ 


نان ۶ قابلة للتکامل على [ط ,ة] . 
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حيث أن هذا المنطوق قد تم اثباته كجزء من برهان النظرية 7.6 فليس من الضروري اثباته - 


هنا. 


تماريسن 7.3 


1-. معطى أن ×=()؟ و )دم . أوجد ۳ ۴ 
و (,6,8)نا . ثم بين بالاستعانة بالنظرية المساعدة 7.3 أن ۶ قابلة للتكامل على 
[1 :0]. 
و 1 
وأخیرا عين 4 ۱" 
8 2 ی K y3‏ ۳ ۲ 507 
2- معطی أن × - !1 وأن ر( ) = ,۶ . كرّر کل ما فعلته في تمرين (1). 


3 او ليت 6 00 
معطى أن E‏ 0 دم( )= . بن آن: 


L(f, P,)} =0‏ = رمن ,نا . وبذلك تكون قد أثبت أن ] قابلة للتكامل 
على [0,1] . (ارشاد: لا تحاول تبسيط (,۴ 1)٤‏ أو ,1۳ وإنما أعمل 
مع الفرق بینها). 
4 معطى أن × ۸ء = (10 وان يك ) P=‏ . بین أن 4 قابلة للتکامل 
على [ 2 »0] وذلك کا فعلت في تمرين (3). 
التارین 5-9 تتعلق بالقيمة المطلقة |1| للدالة .٤‏ لأي ؛ نقدم الدالتین ‏ 24 م : 
f^ (x) = max 1100 <0}, 1 (x) = max {-f(«) 0‏ 
5 آثبت أنه لاي دالة ؛ تکون: 
f=f-f‏ و ۶+ وا 
6 - أثبت أنه إذا كانت ؟ قابلة للتکامل على [.2] فان 2۳ تکون أيضاً قابلة للتكامل 
على الفترة نفسها. 
(ارشاد: قارن (يطه - 06 للدالة ؛ بالفرق الناظر ل ). 
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7- أثبت أنه إذا كانت ۶ قابلة للتكامل على [ط ,8] فان || قابلة للتكامل على الفترة 
8- یی بمثال أن |۴| يكن أن تكون قابلة للتكامل ومع ذلك تكون ۴ غير قابلة للتكامل. 


٠9‏ أثبت أنه إذا كانت قابلة للتكامل على [ط ,ه] فإن: 


1 1 2 1 


4 قابلية التکامل للدوال التصلة 


قبل تلخیص التطور في نظریتنا قد یکون من الفید اکتساب مهارة أكثر في التعود على 
مجاميع داربو العلیا والسفلی والدور الذي تلعبه في تحديد قابلية الدوال للتکامل. وبتذکر 
ذلك ندرس مثالاً رأيناه في الباب الرابع: 


حل غير قابلة للاختصار = 10 
xER~O‏ ۰ 0 
نتذکر أن ] متصلة عند أي عدد غير قیامی. وغیر متصلة عند أي عدد قیاسی. والآن نؤكد 
بر فياميي وعد 3 
ان ] قابلة للتکامل على أية فترة [8.6] وأن 6-0 0 . ولبات ذلك نستعين 
بالنظرية المساعدة 7.3 (معيار داربو للقابلية للتكامل 016). أولاً تؤكد لنا كثافة الأعداد 
غير القياسية أن 0 = (۳ 1)٤,‏ لاي تجزيء ۴. وبذلك فلأي عدد ع موجب اختياري. 
نبحث عن ذلك التجزيء 8 بحيث یکون ‏ > (5,)ل1 . 


وفي الفترة [ط ,ه] يوجد عدد محدود من النقط ج بحيث يكون 

1 5 5 
> . نفره أن 0 هو عدد ثل هذه النقط فى 
(9 - م) 2 2 q‏ جن مثل 2 
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[ط ب] ولنأخذ ۴ تجزيئاً بحيث یکون 0 > |۱۳ . في المجموع 
لبيك ,۷ = ( ,16 


يوجد على الأكثر :2 من الحدود حيث eT‏ . ولکل حد من هذه 
الحدود لدینا: 
3 ۲ 

M, (x, - (بى‎ > 1 IPI > am 
€ 00 5 17000 
ولذلك فان مجموع هذه الحدود يكون أصغر من 2 =[ 2 لك ]رمم . وفي كل‎ 
حد‎ 
من الحدود المتبقاة يكون‎ 


3 


یت > > ولذا فان أ 
[ھ- مد * تا و ا 


چم 

۳۹ 
3 
یر 
ا 

م | ده 


73 سس 
[4b - a}  *‏ ۱ 
وهکذا فان U(f, P) < e‏ » أي أن معيار داربو للقابلية للتكامل يؤدي إلى أن ؟ قابلة 
للتکامل وأن 0 - ؟ ۱ 

رآینا حتى هذه النقطة أمثلة قليلة جداً يكن أن نتحقق فيها من قابلية الدوال للتكامل. 
وقدنا النظريتان التاليتان بفئة كبيرة للغاية من مثل هذه الأمثلة . 
نظرية 7.7: 

إذا كانت الدالة ] متصلة على [.3] فان ؟ قابلة للتكامل على هذه الفترة الغلقة, 


الرهان : 
نستعين بمعيار داربو للقابلية للتكامل 210) لاثبات أنه لأي عدد موجب اختياري 8 
يوجد ذلك التجزيء 9 بحيث إن : 
ع > Uff, P) - 1, P)‏ 
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رنتاً للنظرية 5.5 تكون الدالة المتصلة ۴ متصلة بانتظام على [8,5] . نفرض أن 8 موجب 
بحیث أنه للقيمتين "×,'× في [ط به]: 


f 3 1 |‏ 1 
۳-58 يؤدي إلى < |( - )| . 


a) 

والآن نختار التجزيء 5 بحيث أن 8 > ||۴|| . ونأخذ الفترة الجزئية ذات الرقم ۲ أي 

الفترة الحزئية × م×] ثم نختار النقطتين پل یط في لیا بحيث يكون: 
M, > f(y) = my‏ = 1۳0 

(نذكر أنه وفقاً للنظرية 5.2 تصل الدالة التصلة إلى أصغر حد علوي نا وإلى أكبر حد 

سفل طاع) ؛ 


وما أن 8 > || > ,× - > اس - ,سا 


ينتج أن: 
< مج > وس - ريس = يسحلا 
رده - UC, P) = L(f,P) = 2 (M,‏ 


۲ n 
< 2 5 
كن‎ ) Xj) =... 


من هنا ووفقاً لمعيار داربو للقابلية للتکامل تكون ؟ قابلة للتکامل . 


نظرية 7.8: 

إذا كانت الدالة ۶ مطردة (متعمامدمص) على [ط ,3] فان ۶ قابلة للتكامل على هذه الفترة 
المغلقة . 
الرهان: 


حيث إن ۶ مطردة» تكون إما ۴ أو - غير تناقصية» ووفقا للنظرية 7.2 فإنه إذا كانت 
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احدى هاتين الدالتين قابلة للتكامل فإن الأخرى تكون أيضاً كذلك. ولذا يمكننا الافتراض - 
للتحدید - أن ؟ غير تناقصية . 

وهكذا لأية فترة جزئية [,* ,,ر_,*] من [2,0] تظهر M,‏ في نقطة النهاية الیمنی. أي 
أن 00 = .M,‏ 


وبالمثل فان (,_,*)! > ۽" . ولذا إذا كان ۴ أي تجزيء للفترة [ط ,8] فإن: 


UCP) = 16, P) = 2 (M, = m) در‎ 
2 ]10,( - f) لب - ي©‎ 
> مرا‎ Z [1) - للك‎ 


= [IPI [%o) - f(a). 
والآن إذا كان 0 < ع فإننا ببساطة نختار تمزيئاً  بحيث يكون‎ 


3 


. || > بیس‎ 
]:0 - f(a)] 


(يمكن أن نفرض أن  )0(‏ (5)3 وإلا فان ؟ تكون ثابتة والنتيجة تکون تافهة). عندئذ 
فان ع >( 1 - ( :1 ۰ ولذا وفقاً لمعيار داربو للقابلية للتکامل فَإِنَ ؛ قابلة 
تلتکامل . 


ويمكن توسيع مجمل الدوال التي يمكن إثبات قابلیتها للتكامل بالأخذ في الاعتبار النظریتین 
8 و 7.7 مع النظرية 7.3. على سبيل الثال يمكن أن يكون للدالة عدد من الانفصالات 
القَفزبة (القفزات) التي تؤدي إلى انفصالات في منحنياتهاء ولكن لأنها متصلة في الفترات بين 
الاتفصالات, تكون الدالة قابلة للتكامل ني كل من هذه الفترات. ومن هنا تسمح لنا 
النظرية 7.3 باستنتاج أن الدالة قابلة للتكامل في اتحاد هذه الفترات. ومثل هذه الدالة تسمی 
بالدالة متقطعة الاتصال. ويمكن تعريف مفهوم تقطع الاطراد (piecewise monotonic)‏ 
بطريقة مائلة . 
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ولتعريف دالة لا تكون متقطعة الاتصال أو متقطعة الاطراد ينبغي الاستعانة بتركيب بنائي 
خاص (على سبيل الخال دالة درسناها أعلاه والتي تعتمد على كثافة فتتي الأعداد القياسية 
وغير القياسية). وهذا يخدمنا في خلق الانطباع الصحيح بان تجمّع الدوال القابلة للتکامل 
هو بالفعل كبير للغاية . 


ماریسن 7.4 
-١‏ أثبت أنه إذا كانت ۴ متصلة على (۵) ~ [ط :ه] فإن ؟ قابلة للتكامل على 
[ظ ,ع] . 
دب إذاكانت: 
(sin x)/x, x#0,‏ 


,0 ير و 3 


فان (۶ قابلة للتكامل على [5 ,0]. 
- إذا كانت رط + × = (10 على (1,42 - ]n‏ حيث 41 ...»2142 8 
ی 2 1 
فإن ۴ قابلة للتکامل على [( 2) -46 0] . 
د- إذا كانت 4 متصلة وغير سالبة ولکنبا ليست صفراً بالتطابق على [ط ,ة] فان 
b‏ 


f> 0 


a 


5 حاصل ضرب الدوال القابلة للتكامل 


أثبتنا في النظرية 7.2 أن فئة الدوال القابلة للتكامل هي فة مغلقة على عمليات جبرية 
معيلة » وبالتحديد عملیات الجمع والضرب في معاملات ثابتة. ولكي نكمل بلورة خاصية 
الانغلاق الجبري للدوال القابلة للتكامل نثبت الآن النتيجة التالية لضرب الدوال القابلة 
للتكامل . 
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نظرية 7.9: 
إذا مانت كل من ع .1 قابلة للتكامل على [.3] فان 88 قابلة للتكامل على الفترة 
المرهان : 


نثبت النطوق أولاً الحالة خاصة تكون فیها کل من 8 ؟ دالة غير سالبة. نفرض أن م 
أي جزيء للفترة [ط ,ع] . ونفرض أن م۷ ,۰۷ ,۷ ترمز على التوالي إلى لى أصغر الحدود 
العليا للدوال ؟ء ع ع في الفترة الجزئية رقم 1 ۷ توا وليس من العسير رؤية أن 

للدوال الوجبة تتحقق ,۷4 ,۷ > ,۸ . وبالثل إذا كان em, Myr‏ ,۷ هي أكر الحدود 
السفلی الناظرة للدوال المذكورة» وعندئذ فان ۳ ۽" 2 ۳ . وبذلك فان: 


۱ (1) 


والآن نفرض أن ,8, ,8ء هما الحدان العلويان للدالتين (10» (×)ع لقيم « في [ط ,ه] . 
نعيد كتابة (1) كما یل : 


(2 
3 


لاد 7 B, + B, (M,‏ لاه - (M,‏ > ليس = M, (M,‏ +( -ل) = 
وتصح المتباينة (2) لكل حد في المجموع : 
«لرسيا با میت U(fg, P) - L(fg, P) = 2 (Mg‏ 


حيث كتبنا يو ی بالدليل 1 لنشير إلى الحد الناظر للفترة الجزئية رقم ۸. وبذلك 
فمن (2) نحصل على 


8 > ,%( لير ۱0) 2 P) - L(fg. P) < B,‏ ,انا 
لبي حي؟ My)‏ ح DZ (My‏ 
B, [Uc. P) = L(t. P)] + B,[u(g, P) = Lt. PJ].‏ = 
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~m, < - m.M +m,M - m,m 
My My M,M, 1 ۸ 7 4, ۰ 


.بکننا أن نفرض أنه ليس ,8 ولا ,8 مساوية للصفرء ووفقاً لمعيار داربو (10) إذا كان 
<١‏ م تسمح لنا قابلية كل من 5,8 للتكامل بأن نختار ۲ بحيث يكون: 


3 
10, P) -L(f, P) > ۱ 
2B, 


U(g, P) - L(g, P) < 
2B 


,هذا يؤدي إلى أن: 
بع > (ط U(tg, P) - L(fg,‏ 


«من ثم وف لمعيار داربو (6:) نستنتج أن 8 قابلة للتکامل . 

لاثبات الحالة العامة حيث لا تتطلب فيها الدالتان ع ,؟ أن تكونا غير سالبتین نستعين 
بالفترض 7.1 الذي يؤكد لنا أن الدالتين القابلتين للتكامل ع ,؟ محدودتان من أسفل» 
نليكن 1 < («)1 . .1/< (×)ع لكل ۲ في [ا بد]. 

عندئذ فان ,1 - 18 ۴ غير سالبتين وقابلتان للتكامل» وهكذا يمكن تطبيق الحالة 
التي آثبتناها لاستنتاج أن (1 - ع) (1 -) قابلة للتكامل. 
وبا إن : 
Kg + Lf + KL‏ + ((-ع) (1-) = fg‏ 

وكل حد في الطرف الأيمن قابل للتكامل فإنه ينتج من نظرية 7.2 أن ؟ أيضاً قابلة للتکامل . 

وبتجميع هذه النتيجة الأخيرة مع النظرية 7.2 نحصل على الانغلاق الجبري لفئة الدوال 
القابلة للتكامل . وينبغي ملاحظة أن هناك شيئاً مفقوداً هنا كان جزءاً من نتيجة النظرية 
7.3 
ففي النتيجة السابقة استطعنا (عطاء علاقات صريحة لتکامل مجموع دالتين أو لتکامل حاصل 
ضرب دالة في معامل ثابت أي : 


Seref fe 3 ل‎ 3 
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وني حالة ضرب دالتين لا توجد علاقة لقيمة التكامل هآ ا[ ٠‏ وهكذاففي النظرية 7.9 
أثبتنا فقط وجود التكامل . وهناك علاقة تعطي تقديراً فظاً لقيمة التكامل ل ولکنبا في 
صورة متبايئة» ولذا فهي تمدنا فقط بالحد الذي يمكن أن تصله قيم التكامل. وهذه النتيجة 
تظهر في صور مختلفة خلال التحليل الرياضى ولذا فلا غرابة إذا وجدت أساء ثلاثة من كبار 
الرياضين قد ارتبطت بهذه الخباينة. ٠‏ 


نظرية 7.10 (متباينة كوشي - بونيا كوفسكي - شوارتز): 
إذا كانت كل من ع ,] قابلة للتكامل على [0 ,2] فإن: 
b es‏ 
"لت "لاق e<‏ | 
الرهان: 
ينتج مباشرة من النظرية 7.9 أن كلا من ”ع ٠۴ ٤‏ ,88 دالة قابلة للتكامل. 


۳ 5 0 ءِ 
وأيضاً 0> ٠‏ << و 1 وفقا للتمرین 7.2.4. ومن هنا فلا یوجد شك في 
وجود الجذر التربيعي . 
نعرف الأعداد ۰6 8 ۸ كما بلي : 


00 3 b 
A= | ۹ B =2 j fg <“ c= f 9 
: ونفرض أن 4 هي الدالة التربيعية العرفة كما يلي‎ 
q(%) = Ax? + Bx + © 
ونؤكد أن و غير سالبة؛ لأن:‎ 
5 «م‎ 5 b b 
ومو‎ - 2 [ 8 + 2 f f+ f اه‎ - CFF + ذم + و2‎ 


5 1 (xf + ,زو‎ 


(#) كوشي (أوغسطين لريس) (1857-1789) عام رياضيات فرنسي. بونياكوفسكي (فيكتوريا كوفليفتش) 
(1889-1804) عالم رياضيات رومي. شوارتز (كارل جيرمان) (1921-1843) عالم رياضيات الا . (ملاحظة | 


الترجم). [ 
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وللدالة غير السالبة "(ع + ۴×) تکامل غير سالب. 
ومن ابر البسيط نتذكر أن 0 = («)0 عندما 
VB? - 4AC‏ + و - 
2۸ 
رما أن (90 لا تصبح سالبة أبداً فان العادلة 0 - (40 لا يمكن أن یکون ها جذران 


حقیقیان أي أن 0> 4۸4° - 8 . ولکن هذا يعني آن : 


(f af A (f <o 


1 
2 


Af 3‏ 1۳ > | 9 
نتيجة 7.10 (متباينة مينكوفسكي) : 
إذا كانت كل من 8 ,۴ دالة قابلة للتكامل على [ط ,ة] فإن: 


سج 


b 5 5 ۳۹ 5 05 

[ه ]+ EF‏ ]> 6+۵ ] 
البرهان : 

يترك البرهان کتمرین 7.5.3. 

وفي النظرية 7.3 آوضحنا أن الدالة القابلة للتكامل على فترتين تکون قابلة للتکامل على 
احاد هاتين الفترتین. 

والان نعکس هذاء بأن نوضح أن القابلية للتکامل على فترة تعني القابلية للتکامل على 
أية فترة جزئية طا. 
مفترض 7.2: 

إذا كانت ] دالة قابلة تلتکامل على [9 ,ة] وکان [ط ,ة] ع [0 ,ء] . عندئذ تکون ؟ 
فابلة للتکامل على [4 ,6]. 
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الرهان: 

يترك الرهان كتمرين 7.5.6. 

للنتيجة السابقة معكوس جزئي يمكن استخدامه لإثبات القابلية للتكامل لدوال تسلك 
سلوکا غير مریح عند نقطتي النهاية لفترة ما: 
نظر ية 7.11: 

إذا كانت ؟ دالة محدودة على [ط .ة] وقابلة للتکامل على كل فترة جزئية مغلقة للفترة 
(« ,4) عندئذٍ تکون 4 قابلة للتکامل على [ط .2]. 
اليرهان : 

نفرض أن  <0‏ وأن 8 > |( لكل :في [5.ه] . ثم ندع [۵] فترة 
جزئية من (,8) بحيث يكون: 

.<< م b=‏ 5 بت a<a+‏ 
وحيث إن ؟ قابلة للتکامل على [4 .©] ۰ فان معيار داريو (16) يسمح لنا باختيار تجزيء 
* للفترة [4.]» بحيث يكون < U(f, P*) = L(f. P")‏ 
وعندئذ يكون ۳ تجزيئاً للفترة [ط ]a.‏ و: 
(c— a) + (U(f, 2*( - L(f. P*)}‏ )مه 0 P) - 146, P) = (M,‏ ,)۱۱ 
(M, ~ m,) (b - d)‏ + 


< 2B (c — a) + ۱00 P*) — Lf, ۳7 


+ 2B )0 - d) 


ومن هنا ووفقاً لمعيار داربو (16) تکون ۶ قابلة للتکامل على [ط .]. 
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وكتطبيق للنظرية 7.11 ندرس الدالة المعرّفة بالصيغة 5 ) sin‏ = )14 عندما 
0 عير . هذه الدالة ليست متقطعة الاتصال أو الاطراد على أية فترة تحتوي الصفر» ولكن 
مع ذلك يمكننا بسهولة توضيح أن ؟ قابلة للتكامل على [1 ,0] . وبصرف النظر عن كيفية 
نعريف ؟ عند 0 = »× فان ٤‏ تظل محدودة على [1 ,0] ومتصلة على (1 ,©) لأي عدد 
مرجب ». وبذلك وفقاً للنظرية 7.7 تكون ‏ قابلة للتكامل على كل فترة (ل ,©) على [1 .0] 
ولذا ووفقاً للنظرية 7.11 تكون ۶ قابلة للتكامل على [1 ,0]. 


7.5 ارين‎ 
x sin x dx > ۲ اد اثبت أن‎ 

O + وهم‎ VF sexx < د.. أثبت أن م۷‎ 
Fe eo 


24 0 
- أثبت أنه إذا كانت ۴ دالة قابلة للتكامل و 0 < 8 < |(*):| لكل ×في [ط.ة]ء 
عندئذٍ فإن ل تكون قابلة للتكامل في [ظ .0] . (ارشاد: افرض أولاً أن ٤‏ غير 
سالبة ثم عمّم هذه الحالة على الحالة العامة کم في برهان النظرية 7.9). 
6 آثبت الفترض 7.2. 
7 آثبت نظرية بلس Theorem)‏ 55 : إذا كانت کل من ] ,ع متصلة على [ ,4] 
فان : 


۱ ۲ 
f ۵ « 2 RED 


۳ 
حیث ,دم » دا نقطتین اختیاریتین في الفترة الجزئية ,5 ,نا رقم . [ارشاد: 
هه ا 5 5 ون ا 3 ۳ 
بين أنه ل 2 الصغير بدرجة كافية يكون الطرف الأيمن للمجموع أصغر من 7 مرة 
من مجموع ريمان ('س .۴)8 ]. 
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6 النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل 


في العديد من مجالات الرياضيات يمكن أن تجد نتيجة معيّنة تعتبر نظرية أساسية في هذا 
المجال. وني مجال حساب التفاضل والتكامل هناك سبب بسيط لكي تستحق تلك النتيجة 
التي تین وتدرس الارتباط بين مفهومي التفاضل والتكامل أن تكون هي النظرية الأساسية. 
ومن المکن تفهم آهمية النظرية الأساسية؛ فبدون هذا الارتباط يصبح تكامل رمان صعباً 


ومطولا للتطبيقات الواسعة التي يعمل علیها. ولکن حل مسائل حساب اللفاضل والتکامل 
جب أن یکون نظا ولذا فسنشرع فوراً في سرد مصطلحات هذه النتيجة الأساسية 


وبرهانها . 

إذا كانت ۴ و) دالتين بحيث تكون ] هي مشتقة ۴ فان ۴ تسمى بالدالة الأصلية للدالة 
(Primitive) f‏ . وبالطبع يمكن أن یکون للدالة ۴ مشتقة واحدة على الاک ولكن إذا كان 
للدالة ؛ دالة أصلية فإنه يكون لها كثير من الدوال الأصلية . ومع ذلك وفقاً للنتيجة 9 6.3 


لنظرية القيمة الوسطى فإن أية دالتين أصليتين للدالة ٤‏ ينبغي أن تختلف بفارق ثابت فقط . 
نظرية 7.12: النظرية الأساسية ساب التفاضل والتكامل: 
إذا كانت ] قابلة للتكامل على [ط ,2] . وكانت ۴ هی الدالة الأصلية للدالة ؛ على 


[ط ,2] فإن: 


6 
ا‎ f = F(b) - F(a). 


البرهان: 


نفرض أن ۴ تجزيء للفترة [ط ,2] » وندرس الجموع التالي الذي ختصر حدوده مع 
بعضها البعض الا الحدين الأول والأخير: 


0( ۳ = ۳0 مش = F(a)‏ = ل 


وحبث أن ۴ قابلة للتفاضل على كل فترة جزئية [,* ور 0 فاله يمكن تطبیق نظرية 
القيمة الوسطى لنحصل على العدد ,لا في [ي*., ,*] بحيث يكون: 
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ليمع ديمم] 


F'(u) = 
[x = أو‎ 


F(x) - F(x, = F() (%, = xj) 


= f(y) ) > البلا‎ ۳1 


: بالتعویض بالطرف الأيمن للعلاقة (2) في (1) نحصل على‎ ٠ 


) 


1 


F(b) - F(a) = ی نش‎ (%, = X, 
= P(f, w), 


حيث ( ,۲)۴ هو مجموع ريمان للدالة ٤‏ بالنسبة إلى ۳. 

وهكذا فقد أثبتنا أنه لأي تجزيء ۲ يكن اختيار النقط لضا بحيث تكون قيمة 
۷ هي (۳)۵ - ۴)b(‏ . وهكذا فان (۴)۵ - (۳)0 هي القيمة الوحيدة الممكنة 
دباي (۲ ۳ «نا . وبا آننا نفترض أن ۴ قابلة للتکامل فان هذه النهاية يجب أن 


الاين b‏ 
کون موجودة ويرمز لقيمتها بالرمز ۶ . 


] ۱-۲۵ = Fa. 


.یب أن نوکد أن فرض النظرية 7.12 یتضمن افتراض أن ] قابلة للتكامل. والنص بأن ؟ 
هى مشتقة دالة ما ۴ لا يؤدي مسبقاً إلى أن ؟ يجب أن تکون قابلة للتكامل. وهناك مسألة 
عبر فیها الطلبة أحياناً في حساب التفاضل والتکامل الأولى يُطرح فيها حساب 
حامل ما مثل ل + ,ل . وبالطبع التکامل لا يوجد؛ لان الدالة الکاملة غير حدودة 
على [1.1-] . غير أن کثیرا من الطلبة مجدون - دون تفكير ‏ الدالة الأصلية 
' × = (۴)۸ ثم «یطبقون» النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل لينتج أن 
تکامل قيمته 2-. وينبغي التأكيد على أن ' - ليست دالة أصلية للدالة * × في الفترة 
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[1 ,1-] + لأن هاتين الدالتين غير معرّفتين عند 0= × . والشال التالي ليس عرضة لث 
هذا الانتقاد السابق. ومع ذلك فهو يعطينا دالة هي بمثابة دالة أصلية لمشتقة غير قابل 


: للتکامل‎ 
:7.3 مشال‎ 
x (ein) ) 2 x#0 
G(x) ۶ 
0 ۲ < 0 


if z0,‏ )1 | )= ( ا ) G(x) = 2x sin‏ = زواع 


Xx 


G(x) - 0 
g(0) = lim, [6e - ol = lim, x sin | j) = 0. 
) - 0( « 

ولذلك فإن 6 دالة أصلية للدالة ۾ على » ولكن عامل السعة 3 في الحد الثاني للدالة 
(8)5 بشير إلى أن ۾ غير حدودة على أية فترة تحنوي على الصفر. ومن ثم فإن ع ليست قابلة 
للتكامل على ]1 1-]» على سبيل المثال. 

يرد في معظم كتب حساب التفاضل والتكامل الأولية نص النظرية الأساسية في صورة 
أضعف بعض الشيء, لد يفترض أن ] متصلة دون النص على على أنها قابلة للتكامل كما في 
النظرية 7.12. والفرض الأقوى مطلوب. كي يمكن الحصول على البرهان من النظرية 
التالية : 


نظرية 7.13: 
إذا كانت ) دالة متصلة على [0 .3] وكانت ۵ معرفة لقيم * في [3.5] بالصيغة 
f‏ ۲ = وه . عندئذ فإن ۵ دالة أصلية للدالة ؛ على [2.5] . 
الرهان: 
نفرض أن » عدد في [ط ,ه] ونتناول بالدراسة العلاقة (خارج قسمة الفرق) التالية: 
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زوه - هم جع ¢[ 


Q.(h) 5 
1 cth ۰ 
= 1 9 
1 5 c+h € 
- (f +1 ل-‎ ٩ 
1 c+h 
E 


وفقاً لنظرية القيمة الوسطى للتكاملات (تمرين 7.2.7) يوجد عدد سم بين © و8 + © بحيث 
يكون: 
c+h‏ 
منص -: إل 
بالتعويض بهذه القيمة في صيغة (8),© نحصل على: 
Q.(h) = f(u).‏ 
حيث س بين © وط + 0. 
وعندما 1 تؤول إلى الصفرء ينتج أن سر تؤول إلى ©. وبذلك فإن 
.لس lim QM) = lim‏ = )اف 
عمسي ۲0 


وحيث أن ۴ متصلة عند ء فان النهاية السابقة تساوي )5 . وبذلك فإن: 
f(e)‏ = (ع) 4 

يمكن استنتاج النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل (للدوال المتصلة) كما يلي . 

إن الدالة ۵ في الفقرة السابقة هي الدالة الأصلية للدالة المتصلة 4 ولذا فإذا كانت ۴ 
دالة أصلية اختيارية للدالة ۴ فان "۵ 6 = "8 . وبذلك وفقاً للنتيجة 6.30 لنظرية القيمة 
الوسطى تختلف © و۴ بثابت» ولنقل : 

F(x) - ¢(x) = C 
لكل × في [۲ ,ة].‎ 
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بالتعويض ب ه عن × نحصل على : 


د [ - (۳ 


وبذا فان (۳)۵ -0. والآن نعوض ب 9 عن × لنحصل على : 


F(b) - ۵)0( = © = F(a), 


وهی مشابهة للمعادلة : 
b‏ 
Fb) - ۳۵ = [ f‏ 
تمارين 7.6 
1- معطى أن: 


منتدى افريقيا سات 


0 -0 > ۶ > 1 
f(x) = 


2 > ۷ > 1 ,1 
آثبت أن ۶ قابلة للتكامل في [2 ,0] ولکن ليس ها دالة أصلية هناك. (ارشاد: انظر ۱ 
نظرية 6.5) . 
رفت FO = f f‏ > حيث ۴ معطاة في الثال 1. هل ۴ متصلة على [2 ,0]؟ وهل 
۴ قابلة للتفاضل على [0,2]؟ وضح اجابتك . 
معطى أن: 


0 6 < 0, 


1 5 
e‏ )2 - ا = ()ع 


هل ۾ متصلة على [ ل ,0] ؟ هل ع قابلة للتفاضل على [ 2 ,0] ؟ وضع 
إجابتك. 
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- عرفت أن ¢ c= f‏ > حيث ع هی الدالة المعطاة في الشال 3. هل 0 متصلة 
1 , 
و تا من 1 
على ]= 0 ؟ هل 6 قابلة للتفاضل هناك؟ وضح اجابتك. 


بت معطى أن : 


- 
وسوس 
لكا 
1 
سم 
5 
> 
ا 
55 
سم | ده 
انب 


(عند النقط الأخرى) , 0 


HO) = f ۳4‏ . هل 14 متصلة على [0,1]؟ 
هل 11 قابلة للتفاضل هناك؟ وضح اجابتك . 

0- آثبت أنه إذا كانت ؟ قابلة للتکامل على [ط ,8 و 4 "ل = (۳ فان ۴ متصلة 
على [2,5]. 

7 أثبت أنه إذا كانت | متصلة وموجبة بصرامة («1»0تا:) على [0 ,2] 
5 1 = (۴0 » فإن ۴ تكون تزايدية بصرامة على [9 ,ة] (العبارة تزايدية 
بصرامة تعني أن ر× > ,× تؤدي إلى (ر)۴ > ()۴). 

- آثبت نظرية التکامل بالتجزيء: إذا كانت کل من ع٠٤‏ دالة قابلة للتفاضل بحیث 
تکون “ع » 7 دالتین قابلتین للتکامل على [ط ,8] فان : 

J te =o) هو‎ ۵ 


a 


191 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


منتدى افريقيا سات 


www.afriqa-sat.com 


الفصل النامن 


التكاملات المعتلّة 


Improper Integrals 


1 أنواع التكاملات المعتلة 


في الفصل السابق عرفنا ودرسنا التكامل الريماني لنوع خاص من الدوال وهي الدوال التي 
نکون نطاقاتها فترات مغلقة. نذكر أن المفترض 7.1 يؤكد ضرورة أن تكون الدالة محدودة 
لكي تكون قابلة للتکامل» ومع ذلك تصادفنا عدة دوال مهمة وواسعة الانتشار» حيث 
نكون منحنيات هذه الدوال ذات خطوط تقارب رأسية» مما يعني أن هذه الدوال غير محدودة 
و بالتالي غير قابلة للتكامل. نطور في هذا الفصل نظرية التكامل لبعض الدوال غير 
الحدودة . هناك تقييد آخر للتكامل الرياني یکمن في أن نطاق التكامل لا بد أن يكون فترة 
مغلقة (محدودة). هذه الضرورة أكثر دقة من محدودية (555لعلمناهط) الدالة المكاملة 
(0«هتجماها) ولكن لحظة من التفكير توضح لنا أننا لا نستطيع تكوين الجمع الرياني أو 
حتى تعريف تجزيء على فئة غير محدودة. مع ذلك فان آغلب الدوال المتداولة معرّفة على كل 
۸ أو على الأقل معرّفة'على (© > 0). هذا السبب فانه من المرغوب به أن تكون لدينا نظرية 
للتكامل على مثل هذه الفترات غير المحدودة» وقد وُسّعت النظرية الريمانية هنا لتغطي 
حالتين جديدتين: في الأول النطاق غير المحدودء وني الشانية الدالة المكاملة غير محدودة. 
أيضاً» ندرس تركيبات وتنوعات شاتین الحالتين أيضاً. في كلتا الحالتين یعرف التكامل 
الحديد على أنه نهاية التكامل الرياني الحرف سابقاً. 
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2 التكامل على نطاقات غير محدودة 


تعريف 8.1: 


إذا كان ه عدداً حقيقياً وكانت ؟ دالة قابلة للتكامل (الرماني) على [2.1] لكل ه < 1, 
فإن التكامل المعتل (تععه:ع1۳) ل ؟ على (© 4 8] هو التعبير: 
1 
lim 1‏ 
le a‏ 
عندما تكون هذه النهاية موجودة. يقال: بأن التكامل المعتل تقاربي ويرمز لقيمة نبايته بالرمز 
f‏ 1 > وإذا كانت النهاية غير موجودة فان هذا التكامل العتل غير متقارب . إذا كان 


1 1 2 
مه دع[ هنا أو ت - =۲ | سنا . فان هذا التكامل المعتل يكون تباعدياً. 
a‏ عوج 3 55 
التكامل المعتل لدالة على [0» ©* -) یعرف بالمخل : 


1 ماكر ذل 


نورد هنا الأمثلة التالية التي تعرف عليها الطالب في مبادىء التفاضل والتکامل؛ وذلك 
لتوضيح بعض الرموز والمصطلحات . 


مثال 8.1: 
ax‏ )1 11 من - هلت ) f‏ 
x‏ 1" هی ۷ 1 
۰ 


هذا السبب فان هذا التکامل العتل تقاريي. 
مثال 8.2: 


3 1 
۳ cos x dx = lim cos x dx = lim (cos t — 1). 
0 


tee‏ وجا 
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هذا التكامل المعتل غير تقاربي ؛ لأن ؛ و0 تتذبذب بين 1 و1- كلا © ج-), 


مثال 8.3 


م = (1- Vt‏ 2) سناع ٩۱‏ حي 1 هن - عولط ) إل 
موس ومع 


هذا السبب فان هذا التکامل العتل تباعدي . 


لتوسيع نطاق التکامل حتی يشمل خط الأعداد الحقيقية نستعمل تركيباً من التکاملات 
بد b‏ 
تة ۶ [ 64 | 


تعريف 8.2: 
إذا كانت الدالة ؛ قابلة للتكامل على [41 :-] لكل عدد ؛» فان التكامل العتل 5 ل 
1 0 
] ناج ل lim‏ 
۳ موجه 2 عوك ومع 
عندما یکون » أي عدد حقیقی, هذا النوع من التکامل يكون تقاربياً إذا كان کل من 
١ £ 8‏ ۳ 
1 [ 64 [ تقاربياً. وني هذه احالة فإن: 


۲ = f +] f. 


ع#_- 


5 


لاحظ أن تقارب أو تباعد التكامل ۶ لل أمر ذو استقلالية عن العدد » في الصيغة 
السابقة (انظر تمرين 8.2.2) . 


مثال 8.4: 


1 8 1 0 1 
dx = ] 3 ax + ] 2 dx‏ 3 
1 1 لد و و ,هت 


1 1 
=lim arctan x 1 + lim arctan 3 
0 0 


جع و 
< 5 ف ) ( 
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لهذا السبب فان هذا التكامل العتل تقاربي 


مثال 8.5: 


2 ۳ - ١ 
زر ساب [ری سرد‎ 
اجب 1 دب‎ 


)1+ ع) =lim (-1+e )+lim‏ 
lox‏ تس سا 
,20 
هذا السبب فان هذا التکامل العتل تباعدي . 


إن تعریف التکامل العتل بدلالة التکامل الريماني الْحدّد له ميزاته وعیوبه. فمن میزاته 
أنه لا حاجة لدراسة نظرية منفصلة للنهاية من أجل هذا النوع الجديد من التکامل» ولکن 
على الحانب الآخر (أي عيوبه) فهو يتطلب حساب f‏ ۳ على أساس أنه دالة في ) 
لنحدد ما إذا كان 1 ۳ تقاريياً أم لاء والصعوبة في ايجاد الدالة الأصلية الدالة معروف 
لطلاب التفاضل والتكامل. با أنه في الكثير من الأحيان يكفي تعيين تقارب ؟ بدون ايجاد 
قيمته» يكون من المفيد لنا تعريف اختبار یمین الشروط الصحيحة والتي بها يؤدي تقارب 
التكامل البسيط إلى تقارب التكامل البسيظ إلى تقارب للتكامل العقد. مثل هذه النتيجة 
تسمی «اختبار القارنة» 65 0۳۳۵71500 . هذا هو محتوى النظرية التالية» ولکن يجب او 
أن نيرهن نتيجة أولية , 
نظرية مساعدة 8.1: 


إذا كانت ۴ دالة غير سالبة وقابلة للاشتقاق على ۷ fa,‏ لكل 2 ۶۶ وإذا وجد عدد 8 


حيث ت۳9 لكل ه < ۱ فان ۲ إل يكون تقاربیا. 
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الرهان: 
و 3 
مرف 86-۶ لكل «<؛. 
1 ۳ 7 فانه نتم م النظرية 7.4 أن 

بما أن ۶ غير سالبة وأن ۶ F(t + h) - 80 = Jf‏ > فإنه ينتج من النظري 
١‏ 1 1 ع 5 
۲ غير تناقصية على (ه »> 8]. إذن 8 > ۴6 يؤكد أن: 

lim F(t) = : 

lim F(t) lub {FD :t > a}; 

li Jf 1 

۱ أذ im‏ ۵ 
وهذا يعني أن ال فا ۱۳9 
نظرية 8.1: 
لنفرض أن ؟ ,۾ دالّتين غير سالبتين» حيث لكل ۵ < ٠‏ تكون الدالتان ۴ ,ع قابلتین 


للتكامل علي ۷ ,ه] ولفرض أن ۵0 > 1)0 . إذا كان ع 1 تقاربیا, فان ۶ 1۳ 
تقاربياً أيضاً . 


البرهان : 
نعرف 0 - ومع = (0 لکل و < × . وبذلك تكون ۲ غير سالبة وقابلة 
للتکامل عل [2,۱] لكل 2 <1 »و 


۳۳ <J 3 


a 


اذن ۾ ۳ 9 < . هذا واستناداً إلى النظرية 
الساعدة 8.1 ينتج أن ۳ تکاملا تقاربياً. الآن: 


- ع / ای ات 1 i‏ 
ل مدع lim J‏ = 


ای 0 
والغبايتان الأخيرتان موجودتان (0:350)؛ لأن كلا من ۳ hé‏ 1 تقاربي . 
إن الفائدة من هذه النتيجة تتضح في الحسابات التالية . 
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مشال 8.6: 

بين أن »ل 1(7 + م ۳ کوت تقازييا : 

4 1 ۱ ۱ ۱ 

من المکن و میم +N‏ » وذلك بتفکیکها ال کسور جزئية 
ولکن من الأسهل أن نلاحظ آن: 


1 1 
© + 1( 35 


1 لكل 1 <: . 

ومن مثال 8.1 نجد أن ارا تقاربي . إذن باستعمال النظرية 8.1 نستنتج أن 
١ (+ 1( dx‏ تقاربي أيضا. 
تمارين 82 
1 برهن أنه إذا كان 4" تقاربياً و ه < » . فان ۲ ٠‏ يكون تقاربياً أيضاً. 


2- برهن أن كلا من تقارب 4 ل وقيمته في التعريف 8.2 مستقل عن اختيار العدد 
1 


3- برهن التعميم التالي للنظرية 8.1: لیدغ أن ۲ ,م دالتين غير سالبتين بحيث يكون ) 
قابلة للتكامل على le,‏ لكل ه <؛ وع قابلة للتكامل على ٤‏ .] لكل 
< ه . إذا كانه إل تقاربياً ويوجد عدد ه حيث ()ع > )1 لكل 
» <؛ . فان ۲ ل تقاربي أيضاً. 


4- لأي قيم م يكون ۳« تقاربياً. 


في التمارين من 5 الى 16 حدّد ما ذا كان التكامل العتل تقاربياً أم لا. 


۳ سب ی | 
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ê 


- 10 


E 


14 


5- ۳ عندما تكون 


لكل 
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8 E 


1 xe * dx 

xe “dx‏ مر 

۳ xe * dx 
1 


if 2n - 2 > ۲ > 20-1 


4 
4 
ا‎ d 
Xx 
6 - x×( 
1 2n - 1 >> ۷ > 8 
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if 2n - 2 > > 20-1‏ 
1 = ومع 
20 > عر ع [ - 20 jf‏ ال 
n‏ 
لکل 1,2,3 n=‏ 
3 تكاملات الدوال غر المحدودة Integrals of unbounded Functions‏ 
تعريف 8.3: 


نأخذ ؛ دالة قابلة للتكامل الريماني على كل فترة جزئية مغلقة من (".۸] » ولكن 1 غير 
قابلة للتكامل على الفترة [0 ,8] » عندئذ يكون التكامل العتل للدالة ؛ على [3,5] هو 


lim ل‎ f. 


ib’ 8‏ 
إذا كانت هذه النباية موجودةء يقال بأن هذا التكامل العتل تقاربي ويرمز لقيمة نبايته بالرمز 
۳۹ . ما عدا ذلك فإن التكامل المعتل غير تقاربي. إذا كان e‏ أو 


م دع im f‏ > فان التکامل العتل في هذه ا حالة یکون تباعدياً. بالطريقة نفسها 
نعرّف التكامل العتل : 


۳ f = lim ۳ Ê 


بو 4 


0 

۱ 

1 b 

لاحظ أن الرمز ؟ rf‏ ۷ التي تستخدم لقيمة التكامل المعتل وتشبه الرمز 

المستعمل في حالة التكامل الرياني غير المعتل. كثيراً من الكتاب يستعملون 4 ] 

للتكاملات المعتلة وغير المعتلة وتوجد هنا فرصة للاختلاف أو عدم الوضوح؛ لأنه في حالة 

التكامل المعتل على [0 ,3] لا بد أن تكون ] غير حدودة على [ط ,ه] (انظر التمرين 8.3.1) 
وهذا عادة ما يكون واضحاً. فعلى سبيل المثال: 
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E‏ ]| 1 تكامل معتل» و 
ل , 


هذا التعريف يوازي تعريف البند 8.2 وبذلك تترك الأمثلة وتؤخذ كتتمارين. وکا من قبل 
هناك حالات ‏ يشملها التعريف 3.3 والتي يمكن التعامل معها كتجزيشات للتكاملات 
ال عر فرش فعلى سبیل المثال» إذا كانت 7 غير حدودة عندما ۵ جاع حیث > © > a‏ 


3 1 تکامل رياني عادي . 


۲۰-۲ 
= ا[ س‎ f+ lim j 1 


1 عع 3 


(1) 


إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على فترة جزئية مغلقة من © ,4] ومن [:) فان 
١‏ ]۱۰ كليها تكامل معتل کا رت أعلاه. 

كما من قبل. فان الطرف الأيسر من التكامل المعتل في (1) تقارپي عندما وفقط عندما 
يكون التكاملان العتلان في الطرف الأيمن تقاربيين. 

تنوع آخر من هذا الشكل من التكامل العتل هو النوع الذي تكون فيه ] غير حدودة عند 
نقطتی نهاية الفترة (9 .4] . في هذه الحالة نختار عدد © في ( ) ونکتب : 


feels 
= lim ffe lim f, 
مج‎ 2 


tea’ 1‏ 
حيث ممثل كل تعبير في الطرف الأيمن تكاملامعتلا من النوع السابق (تعريف 8.3) والذي 
تكون فيه ۴ غير محدودة عند نقطة واحدة من نبايتي الفترة. ومن الممكن برهنة أن اختيار © في 
الفترة (ط .8) لا يؤثر على تقارب وقيمة التكامل العتل (انظر التمرين 8.3.2) . 
من الواضح الآن أنه من الممكن استخدام تركيبات الأنواع السابقة من التكاملات المعتلة 
لتكوين تكامل معتل لأية دالة يكون منحناها ذا عدد نهائي (منتهي) من خطوط التقارب 
(asymptotes)‏ . 
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1 


فعلى سبیل الثال. إذا كانت سس 
(x - a) (x ~ b)‏ 


حيث > هم نختار عدد اختياري © في (0 ,4) ونكتب: 


4 ]+ ]+ الي ۱ f‏ اك ۳۷ 


b+! 


بالرغم من أن حساب مثل هذا التكامل قد يكون مضجراً ولكن ما حصلنا عليه هو تقسيم 
التكامل العتل إلى ست من النهایات. والإنجاز الكبير هنا هو أننا لا نحتاج إلى نظرية 
منفصلة وجديدة لكل حالة. يوجد نوعان رئيسيّان من التكاملات المعتلة فقط وعدد نهائى 
من الترکیبات غذین النوعين كافية لأغلب الدوال. ۱ 


ننبي هذا البند باختبار القارنة test)‏ «مفننهوصمت) اتخاص بالتکامل العتل للدوال غير 
المحدودة. هناك تشابه مح النظرية 8.1 وبرهاها. النظرية التالية هی حول هذا الاختبار 
والمطلوب برهنتها في تمرين 8.3.4, ويمكن إنجاز البرهان بطريقة مشابهة لبرهان النظرية 8.1. 


نظرية 8.2: 
إذا كانت ] ,ع دالتين غير سالیتین لكل ؛ في (8.5) وكانت ] ,چ قابلتين للتكامل على 
[ ۸] و )ع > 10 . إذا كان ع 1 تقاربیا فان ۶ ۳ يكون تقاربياً أيضاً. 


0 ۰ » 9 ۰ 

هده النظرية ذات استعمال تان واضح مع 1 f‏ وهو ما يوصح ف الثال التال . 
مثال 8.7 : 

1 5 00 

بين أن يتل ]1 + ( [x‏ 3 تكامل تقاربي. عندما يكون 1 > « >0 . فإن: 


1 1 1 


323 


۲ ) + 1( x(1 +1) 2x 
1 1 

0 هن ین‎ log x | رمه ع‎ 
0 * a0" a 
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فإننا نستطيع أن نستنتج أن الدالة الأكبر من الدالة ۳ ذات تكامل تباعدي . 


9 2 
۱ - برهن أنه إذا كان ۴ ل تقاربياً ولکن ؟ غير قابلة للتكامل الريماني على [ط ,ه] » 
فإن ) غير محدودة على [ط .8]. 
۰ لنفرض أن ۴ قابلة للتكامل على فترة جزئية مغلقة من [9 ,ه] و8 غير محدودة عندما 


که ی ور اجه وإذا كان > > a‏ » برهن أن: 


efe] "لعو‎ 4 


0 
وبالتالي فأي اختیار © أو » في (ط (a,‏ يمكن أن یستخدم في تحديد 1 ۳ ۱ 

6و لنفرض أن ] قابلة للتكامل على كل فترة جزئية مغلقة من (* 4 3] و غير محدودة 
كلما *ه د × . برهن أن التعريف: 


۳ =f +] ۶ 
a 3 2 


مستقل عن اختيار © في (* 4 4) . (قارن مع تمرين 8.3.2). 
د برهن النظرية 8.2 مستخدماً نقاشاً أو حبّة مشابهة للنقاش الذي استخدم في برهان 
النظرية 8.1. 
1 5 
5 لأية قيمة 0 > م یکون التکامل العتل جل ”× 3 تقاریا؟ 


حدّد في التهارین من 6 إلى 13 ما إذا كان التکامل العتل تقاربياً أم لا. 
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9 ) - ×( 
1 1 
1 dx 9 
0 
( - 1( 
3 lo 
ا‎ 0 
۲ 9 
تس‎ 1 
2 dk 2 11 
0 xVx+1 
1 
0 log x dx 212 
0 
03 1 
3 ول سب‎ 3 
۱ x (log x) 
The Gamma Function دالة حاما‎ 4 


سس 
في هذا البند ندرس دالة معرفة پواسطة تکامل معتل . . هذه الدالة تسمی دالة جاما وهي 
مفيدة جدا في دراسة التحليل والتطبيقات المختلفة ؛ لأن قيمها عند الأعداد الصحيحة 


1 


ا موجبة تفکل متتالية الضروبات (Factorials)‏ 0... .1.2.3 = . إذن مک ن محاولة 
اعتبار دالة جاما امتداداً لمتتالية لضروبات لتكوين دالة معرّفة عل 0 الأعداد غير الصحيحة 
وكذلك المقادير الصحيحة 'الموجبة 


تعر يف 8.4: 
لكل 0<« , نأخذ: 
3 1 = وم ۲ 
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من الضروري إثيات أن هذا التکامل العتل تقاري حتی تکون (۲ معرفة. 
مفترض 8.1 : 


إذا كان 0 < »ى فان التكامل العتل .»۵ ٠'٠‏ اڳ تقاربي. 


البرهان : 
تکتب : 
5 ای رای 
et a= f, et d+ J e‏ ۳ 
و س هه 1 ۳ س سب 
يي ل 0 1 ونلاحظ أنه إذا كان 1 < × فإن 7۳۲ محدودة 
لكل 1 > ١‏ > يي يي ا اي رايا 


اوبات في حالة 1 × >0 نلاحظ أن ' “> ' اج لكل 0<: ويكون 
1 ۱ 8.2 أن 
a‏ تقارییاً (انظر تمرين 8.2.5). e‏ لنظرية 8.2 نستنتج 
dt‏ ا ۵ ۳ تقاربياً أيضاً. 
5 5 ,1] نتذكر أن 0 = ۲۳ ہا 
«رانظر الثال 6.12). بتطبيق هذه الحقيقة وذلك بوضع 1 + × < م نری أنه عندما یکون ا 
كبيراً جداً فان : 
ان 
ومن ذلك 
e <p?‏ 
لكل أكبر من عدد ما ». إذن باستخدام النظرية 8.2 والتمارين 6.1.3 والتارين 8.1.4 فإن 
تقارب ال ٩‏ 1۳ يؤدي إلى تقارب التكامل 


00 
ل‎ e dt. 


الآن وبعد ضان أن (16 معرفت. فالمسألة التالية هي برهنة 5 معادلة دالة ل ۲ تثيت 
العلاقة بين '! والمضروبات. المعادلة الدالية هى معادلة تحوي قيم دالة عند نقطتين أو أكثر في 
نطاقها. فعلى سبيل ال مثال» الدالة ۴ والمعطاة : 
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f(x) = 2x + 1‏ 
تحقّق العادلة الدالية 
I(x + 3) = f(x) +6‏ 
لکل عدد حقيقي ×. 
نظرية 8.3: 


لکل 0< × فإن ۶۲6۵ ع (۱ +16 . 
الرهان: 


لنفرض أن ا >1 > > 0 نستخدم التكامل بالتجزيء (تمرين 7.6.8) لنحصل على : 


x > 


dx (0)‏ اسع 1 3 ہک و )“تن اس لحي 
لنترك *0ه» في (1) نحصل على 

f )وت‎ (+) tar 0) 

ونترك ۰« + في (2) نحصل على : 

ات )بر eee‏ 


الآن نجمع العادلتین (3). (4) للحصول على : 


9 ان ام ۳ t+‏ 1[ عدي اسع ان ۳ 
f et + etat] = ( 3 ۳ 0‏ )- 
206 
منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


بتطبيق التعريف 8.4 للتكامل الأول والأخير في (5) نستنتج : 
را ی 
(۱ +16 د روز 
ومن الواضح أن هذه العادلة تکانیء العادلة الدالية الطلوبة. 
اخلاصة التالية هى نتيجة من النظرية 8.3 فقط ولکنها أحسن خاصية معروفة للدالة ۲ لذا 
سنطلق علیها عنوان «نظریة) . 
نظرية 8.4: 
ادا كان 0م علدا ضا موسا فان : 
I(n) = (n = 1۲۰ (6)‏ 
البرهان : 
نيرهن هذه النظرية مستخدمين فكرة الاستقراء الرياضي (انظر الملحق أ). 
أولا نتحقق من أن (6) صحيحة في حالة 1  <‏ وذلك بحساب: 


Ta) = edt =1 


(انظر التمرين 8.2.8). 
وما أن !0 مرف لكي يكون ذات قيمة 1» فيكون لدينا: 
TA) > 0.‏ 

نفترض أن (6) تصح لأية قيمة اختيارية للعدد 5, ولنقل 6 = «: 
T(K) = (k - 1)!. 0)‏ 
علينا الآن إثبات أن ذلك يستتبع أن (6) صحيحة للحالة 1 + = « . من النظرية 8.3 
لدينا: 

۲0 +1) = ۲۰ 
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و (7) يسمح لنا أن نضع بدلاً من 10 العدد !(1 - k)۔‏ 
.اع > !)1 — Ik + 1) = k (k‏ 

ومن ذلك نستنتج أن (6) صحيحة في حالة 1 ا عدم كلا كانت صحيحة في حالة 
م = ۰ . إذن سمح لنا مبدأ الاستقراء الرياضي أن نستنتج أن (6) صحيحة لكل عدد 
خیم موتجت 21 

من المکن بمساعدة النظرية 8.4 تمديد نطاق الدالة | لیشمل الأعداد السالبة الى لا 
تکون صحيحة. إن جوهر الفکرة هو تعریف ۲ بحیث تظل (6) صحيحة خلال النطاق 
الموسع. على سبیل المثال نعرف 
)8( (1 + ۸( ) - ۱ إذا كان 0)>ع«>إسى 
ما أن ۰+۱ في (0.1) عندما يكون × في (40 1-). وقد عرّف الطرف الأيمن من (8) 
مسبقا بواسطة التعريف 8.4. ومن الواضح أن(8) يكافىء (6). الآن وبعد تعريف '! على 


(40 1-) نستطيع تعريف: 


۱ 
+( ) - ۲0 إذا كان 1- > > 2س 


هذا الاستنتاج الستمر یتضمن أن لكل عدد صحیح موجب ١‏ یکون 
۱۱۰ س 

)0 ۱ +۱6( ) - ۱ إذا كان 1+ 0 >> -. 
إذن یتکون نطاق 1 الآن من کل الأعداد الحقيقية ما عدا ... 4-2 04-1 . لن نقوم بأية 
محاولة لتعريف (۲ عندمایکون « عدداً صحيحاً غير موجب؛ لأنه من غير الحتمسل 
استی‌ال ١‏ = × فى (3) وأيضا ١‏ غر محدّودة *0 ب ‏ . هذه الخاصية متواة و 

و : يه متواه ي 
النتيجة التالية (قارن ذلك بتمرين 8.4.6). 


مفترض 8.2: 


lim (x) = ۰ 


xm 
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البرهان : 


إذا كان 0 <ع قإن: 


1 
© 

3 

2 55 
0 

= 


| 

6 
21 > 
سر 


إذن: 


1 
lim T(x) 2 lim ( ل‎ = o. 
x¬0* x)" ` €X 


ويمكن إيجاد النباية من الجهة اليسرى للدالة (*«16 عند 0 = × بسهولة وذلك باستعمال (8) 
أو (9) 


lim T(x) = lim ( (0 ۲ 1( 90. 


امير لاب 


من هذه النهایات نستطيع استنتاج أن منحني (۱ = ر له خطوط اقتراب رأسية عند 

x» = 04-14-24...‏ . إن تفاصيل هذا الاستنتاج مطلوية في التمرين 8.4.8. وبسبب 
التطبيقات العديدة للدالة کل فان قيم دالة جاما قد وضعت في جداول. في المفترض التالي 
نحسب إحدى القيم غير التكاملية للدالة (:16. 


إن منحني الدالة (۲0 = لا موضح في الشكل 8.1. 


مفترض 8.3: 
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10 دمو 


ِ ۱ ! 
0 ۱ 1 
۱ 4 
۱ 
۱ 
١‏ ۱ ۱ 
4 1 ۱ 
1 1 
۱ 1 ۱ 
١ ۱‏ 1 
SS‏ ۱ ۱ 
۱ 1 
1 1 
ای | ۱ ۱ 
1 1 
ا 
۰ ۱ 
E‏ ۱ 1 ۱ 
۱ 
1 1 
و 1 ۱ ۱ ۱ j‏ ۱ ۱ 
4 3 1 1 ۳ 4- 
1 1 1 1 
۱ 1 1 
نا ۱ ۱ ۱ 
1 1 1 ۱ 
۱ ۱ ۱ ۱ 
¢ ۱ 
ما ١‏ 1 
ا ۱ 
| 
۱ 0 
۳ ۱ ۱ 
1 1 ۱ ۱ ۱ 
أ | ۱ 
1 ۱ 
: ۱ ۱ 
1 ۱ | 
1 ۱ | 
1 ۱ ۱ 
شكل (8.1) 


الرهان: 


باستخدام التعريف 8.4 يكون لدينا: 


بتعويض ۷۲ = × نرى أن ذلك یکانیء: 
1( 
fe‏ 2=) +( 
ولذلك تكمن المسألة الآن في حساب التكامل غير البسيط (غير بسيط يعني أن * ٠‏ ليس لما 
دالة أصلية وقد قُدمت من قبل). إن تقنية هذا الحساب تتلخص في استخدام التكامل 
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الشائى المكرر «(iterated double integral)‏ بالرغم من أن ذلك واضح في مبادىء 
التفاضل والتکامل. فاننا لن نتعرض لنظرية التكامل الثنائي حتى الفصل السادس عشر. 
رمع علمنا بأن ذلك لا يتهاشى مع الترتيب النطقي سوف نستخدم التكامل الثنائي لحساب 
هذا التكامل . 


ناء 


وهذا نفترض أن : 


ومن ذلك نجد أن: 


1 ١ e u) (f e أبول‎ fe e dx dy 


و 0 
التكامل الأخير هو تكامل ثنائي على المربع : 

Oz>yz>b}.‏ > 6دءد 0 نزريم)) 
قارن هذا التكامل مع التكاملين على النطاقين اللذين على شكل ربع دائرة ,41 ر۴۸ في 


الربع الأول واللذین یکونا محدودين باللحنیات “6 ر + ا ور و على 
التوالي رانظر الشکل 8.2). با أن التکامل موجب فیکون لدینا: 


1 ل‎ e ر‎ 4 ١> ۳ ال‎ f e >) ى‎ xdy 
8 


بتحويل التكامل الثنائي إلى الإحداثيات القطبية يكون لدينا: 


2 


b bv. 8 
1 ۱ ۲۵۳۵0 > ۲ < ۳ 0 e" rdrdê, 
=0 
ومهذا يكون‎ 


( 0-۰[ 3 )»” ه ذه - لزع ) 


| 
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6 استخدم النظرية 8.3 لبرهنة أن: 


1 - (٭)۲ × اا واستنتج أن e‏ = (۲6 imا.‏ 


و )هدك 


7 برهن أن e‏ - = (10 11۳. 


x) 


8- برهن أن منحني («10 = ۷ له خطوط تقارب رأسيء عند 
x= 06-16-26.‏ 


9- برهن أنه إذا كان 0 <» و 0<ين فان: 


ا جت 


1 et ديل‎ F(x) 


0 - برهن أنه إذا كان 0<» » فان: 


1 - استخدم فكرة الاستقراء الرياضي لبرهنة أن : 


(em) 0‏ =) +( لکل ...0,1,2 دم 
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The Laplace transform  سالبال‎ Jı 5 


نرى في هذا البند إمكانية استخدام التكامل المعتلّ في تحويل الدالة المعطاة إلى دالة 
أخرى. إن الباعث لمثل هذا التحويل هو الأمل في أن تكون الدالة الجديدة أسهل من الدالة 
المعطاة وبالتالي السماح لحل المسألة في النظام الجديد وبعد ذلك تحويل الحل مرة أخرى إلى 
النظام الأصلي. من المحتمل أن أحسن تطبيق معروف لتحويل لابلاس هو في حل المعادلات 
التفاضلية للمسائل ذات القيم الابتدائية . 


تعريف 8.5: 


إذا كان نطاق الدالة f‏ يشمل (*4 0] فان تحويل لابلاس للدالة ؛ هو الدالة ۸8 
المعرّفة كالآتي : 


£ ))6( = e “f(D dt. 


بتكون نطاق الدالة (1)£ من كل الأعداد « التي يكون التكامل العتل ها تقاربياً. لاحظ 
أنه إذا كانت )1 محدودة عندما *0 جع . فان التكامل في التعريف 8.5 يكون من نوع 
8 1 وإذا کانت :(1)0 غير محدودة کلا 7 جع فإننا تكتبب: 


3 120) = ce "f(D dt + 1۳ e fC) dt. 
:8.8 مثال‎ 
إذا كانت "ع = 100 فان تحويلها اللابلاسي هو:‎ 
.×»<-1 اللجم د )£ لكل‎ 


يمكن التحقق من ذلك بحساب التكامل العتل. 


اي ۳ = امن 1 5 2 9 
۱ 8 (۱ +1 - 
jim ]- 5‏ جح 
x + 1‏ م (1 + ) شک 
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لاحظ أن التكامل تقاربي عندما وفقط عندما يكون 
ا 11 ء والذی يوضم أن نطاق ;)£ ( 4 1-). 
e )‏ 0 والذي یوضح ن نطاق ( )£ هو 
مثال 8.9: 
إذا كانت ۲= ()5 فان تحويلها اللابلاسي هو: 


. ×<0 لكل‎ £ {x} =x 


= f, ۳۵-۱ [( ۳ ا‎ ٩ كيه‎ 


XxX 1 


وهذه النهاية موجودة إذا وفقط إذا كان 0 < #. 

فى التهارين ۰8.5 مطلوب حساب )£ لعدة دوال ابتدائية أو بسيطة. تزود هذه 
التمارین القاریء بخبرة إضافية في حساب التكاملات المعتلة ولهذا السیب فإننا نترك حل هذه 
التهارين للقارىء ولكن قيمة هذه القائمة من الأمثلة تظهر في حل التمارين وتزداد فعالية في 
امكانية تركيب بعضها مع بعض لاستنتاج تحويل عدة دوال أخرى. هذه هي النقطة الرئيسية 
في النظريتين التاليتين. 
نظرية 8.5: 

إذا كان ۾ وط عددين حقيقيين فان : 

$ {af() + ((موط‎ = a £ {f0} + $ 1800} 

عندما يكون نطاق الدالة في الطرف الأيسر يحتوي على كل من نطاق (6)£ و (2)8 . 
البرهان : 

هذه نتيجة مباشرة من التعريف 8.5 والنظرية ۳۳ 
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إن التحويل الذي له الخاصية المعبر عنبا في النظرية 8.5 يسمى تحويادٌ خطياً :۱1060 
۵ الاسم أخذ من الحقيقة القائلة: بأن هذه الخاصية استخرجت من الدالة 
×" = (10 ذات المنحني على شكل خط مستقيم يمر بنقطة الاصل. وذلك. لأن: 
f(ax + by) = m (ax + by)‏ 
a(mx) + b(my) = af(x) + bi(y).‏ = 


النتيجة التالية تتعلق بتحويل من نوع آخر من تركيبات الدوال. . تسمى خاصية النقل 
Shifting property‏ الو تی نگ بتحويل أو نقل المحاور في الهندسة التحليلية . 


نظرية 8.6: 
إذا كان ۾ عدداً حقيقياً و 000 91 معرفة لكل ط < × فان 


(ه =( £ = زو )2 كل طا+aە<»x.‏ 


البرهان : 
استناداً للتعريف 8.5 لدینا: 
f(O dt‏ کی و ۳ - ((10 ثم $ 
dt‏ ل ۳ ۳ 5 
((ه - {f(x‏ £ = 
يمكن اثبات الساواة الأخيرة بملاحظة أن آخر تكامل هو بالضبط التكامل المعرف للدالة 
{f0}‏ 4 وذلك بوضع بدلاً من × الكمية ۵ - . 
ملاحظة : 


اللاحظ أن «× غير به - × تعبر عن طريقة تطبیق هذه النظرية للحصول على حویل 
لابلاسي آخر. 
216 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ ` 


مثال 8.10: 

إذا كانت "ع6 = () ۰ فإن تحويلها اللابلاسي هو: 

£ {xe™} = (x — a) 2. 

ببساطة نطبّق النظرية 8.6 للدالة المحايدة في المثال 8.9. 

في النظرية التالية نوضح أن تحويل لابلاس للدالة وتحويل لابلاس لتفاضل الدالة 
مرتبطان بعلاقة بسيطة. هذه الخاصية جعلت تحويل لابلاس مفيدا جدا في حل المعادلات 
التفاضلية . 
نظرية 8.7: 


لنفرض أن الدالة ١‏ ها مشتقة آول متصلة على [** »6 .0] . إذا كان: 


e “0 =0‏ هنا و([(79)1 موجوداً عندما ۾ < + »> فإن: 
0 


x» £0} - »0( (01)‏ = }0{ £ كل x»>a‏ 
الیرهان : 
التکامل بالتجزي» یعطینا : 
=e f(b) — f(0) + xe "f(D dt (2‏ 0۳۳۵ 0 
0 0 
با أن 0 = رمم ع ذا عندما ت ا . فان المعادلة (2) تصبح : 


۶ {00} = ۳ ی‎ f(x) dt 
= -1)0( + ۷ xe f(t) dt 
= - f(0) +x {0)}. 
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استنادا إلى (1) ينتج تحويل لابلاس للدالة ؟ ببساطة من ضرب تحويل ؛ بالمتغير الستقل ‏ 
وطرح القيمة الابتدائية للدالة ۴. ۱ 


مثال ۰8.11 
لنفرض أن “عا = (10 . فان 


“ماو + الذي = ۴)0 وتحويل لابلاس للدالة '؛ يكون: 


{e™ + axe} = x £ {xe} - 1(0)‏ و 


XxX 


الحم 


وذلك من (1) ومثال 8.10. 


نماریسن 5 اا سا تم وت ا ل 

1- برهن أنه إذا كانت ؟ دالة غير سالبة بحيث یکون التکامل في ((,10) تقاربياء 
ان (60) برجد لكل × <×. 

2- برهن أنه لأي دالة غير سالبة ؟» فان نطاق ((۳)10 یکون إحدى الفثات التالیة: 
۵ (* 4 ول )»< م] أو (© ,ص-) ‏ 

3- لنفرض أن للدالة ] مشتقة ثاينة متصلة على (» » 0] و0 = ()1 ۰۳ ذا وكذلك 

5 وم ات ۰ 5 e‏ 

۸ هذا و [2)100 ۰ ((۲0) موجودان عندما تکسون 
8 < × » فرهن آن: 


.)0( - رمم = }£00 - {r00}‏ و 


تحقق من الصيغ التالية مع العلم بأن ۸ ١.‏ تمثل ثوابت في كل حالة و » عدد صحيح 


وج 
a‏ 

.X>0 ¢ $£{a}j= — 4 
x 
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n! 
.xX>0 ¢ fx} = 


1+1 
xX 
.x>0Û0 6 $F {sin ax} = 2 
ثم‎ + a 
Xx 
.XxX> 0 ¢ ل‎ {cos ax} = 
(x +a) 
dX 1 
.*<0 6 ع) لا‎ j= سب‎ 
(x ¬ a) 
۱ n! 
. ۷ < 0 ¢ $ {xe} = د‎ 
(x ¬ a) 
b 


.X>a ¢ {e™ sin bx} ج کے ا‎ 


(x ~a) 
.x>a 6 $£ {e cos bx} > سس‎ 


ره 


a 


ax 1 =‏ طلست 1 6<ع 


5 ثم 

(تذکر آن ۲ = .(sinhz‏ 
2 

x > a <“ P{cosh ax = 2 > 

( ¬ a) 

[تذکر آن السك = [eoshz‏ . 
2 


۶ <0 6 £ {a + bx + ل‎ = ) 50+) [+ 3 


xX 
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2 
(2a ) 
.x>0 ¢ £ {sin (ax)} = یت‎ 3 
x(x + 4a) 


(إرشاد: لنفرض أن ax‏ “ملو = f(x)‏ وبذلك تكون 


cos ×‏ :3 930 28 = (×)۴ ومنها نستخدم النظرية 8.7). 


2 2 
5 (x + 28( 

RESO 4 {cos (ax)} چ‎ 16 
x(x +44) 


(#) للحصول على معلومات اضافية في موضوع التحويل اللابلاسي وحل مسائل القيم الابتدائية 
بواسطته » انظر کتاب «العادلات التفاضلية» تأليف جون أ. تيرني وترجمة د. أحمد صادق القرماني 
ود. الفيتوري عمر سام من منشورات جامعة الفاتح ‏ طرابلس عام 1989. (ملاحظة الترجم) ٠‏ 


220 


منتدى افريقيا سات ۱۳۱۱۱۲۵0۵ ' 


الفصل الغاس 


9 


Infinite Series المتسلسلات اللامائية‎ 


1 المسلسلات التقاربية والتباعدية 


نفرض أن (,8) هي متتالية آعداد. ونعرّف التتالية (,5) المرتبطة مها بالعلاقة : 


n 
2 

ليه صمح ,5 
k=1‏ 


عندئذ تسمى (,5) بمتتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة اللانهائية به < . ويسمى العدد 

,5 بالمجموع الجرئي النوني (صناة لقتاكة©)» ويسمى )3 بالحد رقم 5 (الكائي 
للمتسلسلة) . قد يلاحظ القارىء الفطين أن هذه المقولة لا عرف حد المتسلسلة 
اللامبائية. بالفعل لا يوجد فرق أساسي بين (,5) وه 2 . فكلاهما يمثل دالة (نفس 
الدالة) من ١‏ إلى داخل . الفرق الوحيد بين دراسة التتالیات ودراسة المتسلسلات یکمن 
فقط في وجهة النظر. وتاريخياً فقد بحثت المتسلسلات اللانهائية أو رعالأنه كان من 
الطبيعي طرح التساؤل عما إذا كان الجموع يمكن تمديده ليعطي قيمه لجموع فتة لانهائية 


من الحدود. على سبيل المثال: 


م 1 1 1 
و9 س جب كه الخد لل 
+ ( )+ + 4+ د +1 
5 1 1 1 
Fe E 7 =‏ 5+ د +1 
أو و با + .... +1-1+1-1 
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وكجرد أن ندرك آن التسلسلهة متطابقة مع التتالیف کن سحب نظرية التتالیات الق طورت 
في الباب الثاني على التسلسلات . 


على سبيل المثال فالتعريف التالي لا يتطلب تقديم مفهوم التقارب» بل انه جرد تقديم 
مصطلح ورموز تستخدم في المتسلسلات اللانهائية . 


تعريف 9.1: 


تكون المتسلسلة ,2/8 تقاربية إذا كانت متتالية مجاميعها الجزئية متقاربة. وفي هذه 
الحالة نكتب: 


a7 lim, {2 a. 


ادا 


وقيمة النهاية هذه تسمى بمجموع المتسلسلة. وفي حالة: 


3 


1 


5 د‎ 
Ii 2 


» = له ب2) ,سنا . تسمى المتسلسلة ,2 23 تباعدية, ونكتب: م = ۾ 
ات 


لقد قمنا فقط بتقدیم بعض الصطلحات والرموز الخاصة التي ربجا تکون جديدة على 
معظم القراء . وني الواقع فإنها لا تستخدم بشکل شامل, ولکنها مناسبة. آولاً لاحظ أن 
الرمز ,2 ب يرمز إلى دالة (من ۷ إلى داخل ) في حين أن رد ر2 يرمز إلى عدد. وهذا 

ف ادا 

التفريق أو الفصل أجريناه بالطريقة نفسها التى استخدمنا فيها ؛ للرمز إلى دالة في حين أن 
(*)1 ترمز إلى عند في مدى هذه الدالة. وتكمن الخصوصية الأخرى في المعنى اضاص 
لكلمة «تباعدية». وني الاستعال العادي نفسه تستخدم الكلمة «تباعدية» لوصف أية 
متسلسلة ليست تقاربية: وهنا نسمي مثل هذه المتسلسلة باللاتقاربية (غير التقاربية) وعندما 
نقول: إن ,2/3 تباعدية نعني أنها غير تقاربية بمعنى خاص أو بطريقة خاصة هي بالذات 
أن مجاميعها الجزئية تؤول إلى الالانهاية ©. 
مثال 9.1 المتسلسلة الهندسية : 

النسلسلة ' < تقاربية عندما وفقط عندما يكون 1 > | . إذا كان ١1‏ فإن 
المجاميع الجزئية تعطى بالعلاقة البسيطة : 

la‏ ار 


5 1# 


4 
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وقد رأينا التالية (۳) في الباب الثاني. إذا كان 1 > || فان 0 < ۲ هن ولذا 


فلدينا: 


1 1-1 ۱ 
۰ ( ۳>۱) مح ب 2 
واذا كان 1->+ فان (۲) غير محدودة. ولذا فإن “,< تباعدية. ولذا كان 
۱ < فان » = ۳ ,هن ولذا فان “< تباعدية. وإذا كان 1 - = فان متتالية 
الجامیع الجرئية هی ('*"(1-)) ومن ثم فان * < تباعدية. واخیرا إذا كان 1= ۲ 
فان الجموع الجزئى النوني یعطی بالعلاقة ١‏ = ,وء ولذا فان ۲۳ تباعدية. 


منال 9.2: 
إذا كان : 
1 
k = 2j - 1‏ 
a‏ 
1 
تمان ۱ 
فإن ,0 < تقاربية و 0 - ,ه 2 . في هذه الحالة' یکون من الأسهل أن نكتب المتسلسلة 
9 = 3 
في صورة مفكوك: 
1 1 1 1 
4 كات و ےک و +1 1= 2'a,‏ 


والآن من الواضح أن المجاميع الجزئية تتقارب إلى الصفر؛ لأن 


2 2-1 


0 ۴ اج ۳ 


مشال 9.3 المتسلسلة التوافقية : 
المتسلسلة ) < تباعدیق ولإثبات ذلك تأخذ المجموع الجزئي رقم (20) ونجمع 
الحدود كا يلي : 
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لسع )+( + ط)ء لجس داع ١)‏ 
[ ++ )درو 
E +1) + +) + (‏ )+( 1 + 4 4 +1< 
إا +[ )4+ )2+ ۱ 14 
.© با 4+ + مب + + 


وإذا كان "2 < م فإن: 


1 


وبذلك ينتج أن 
والخلاصة الأولى التي سنثبتها للمتسلسلات هي نتيجة بسيطة للتقارب. 
مفترض 9.1: 


إذا كانت ,2 تقاربية فان 0= يه يسنا 


البرهان : 


lim, a, = lim, ($, 7 Sq} 


= lim, Sq 7 Dim, S, 
=A-A 
=0. 
لاحظ أنه وفقاً لهذا المفترض فإن الشرط 0 - ,۱,۵ هو شرط ضروري فقط لتقارب‎ 
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,ه < . لكن هذا الشرط ليس كافياً للتأكد من التقارب, لأن المتسلسلة التوافقية في مشال 
3 تبين أن النتيجة العكسية خطأً". 
نفرض أن ,2 < متسلسلة لانبائية ثم نغيّر عدداً محدوداً من الحدود لتكوين المتسلسلة 
,2 . وإذا كان ۸ هو أكير عدد صحيح بحيث يكون عنله a,‏ * يط » 
N N‏ 
به - 2 +6 ره نل عندئذ فان × < ١‏ تتضمن أن: 
k=)‏ 


k=! 


k=] ۴ k=1 * 


وبذلك فان ,6 تقاربية عندما وفقط عندما تكون ,۵ 22 تقاربیف ونکون قد أثبتنا 
النتيجة التالية : 
نظرية مساعدة 9.1: 

إذا وُجد للمتساسلتين ,2:6 وه < ذلك العدد ۸ بحيث إنه لقيم ۷ < ۶ يكون 
a, =‏ عندئذ يكون كلاهما ما تقاربيتين أو كلاهما تباعديتين. 


وبالطريقة نفسها التي أثببت بها النظرية المساعدة 9.1 يمكن أن نبين بسهولة أنه إذا حذف 
عدد محدود من الحدود (أو استبدلت بالصفر) لا يتغير تقارب أو تباعد المتسلسلة . 


تمارين 9.1 


1 آثبت أن حذف أية فئة محدودة (مائیة) من الحدود من متسلسلة لانهائية ,هة < لا يغير 
من تقارما أو تباعدها (لاحظ أن: حذف الحدود مشابه لاستبداها بالصفر ولكنه ليس 
الثيء نفسه) . 

2 أثبت أن التقارب أو غير التقارب للمتسلسلة ,8 < لا يتغير بإضافة عدد كبير ولكن 
محدود من الحدود الجديدة إلى التسلسلة. 


 )*(‏ عکس الفترض غير صحیح ولكن نفيه (أو نقيضه) صحيح دائيأ (طاما كان الفترض نفسه صحیحا). وينتج 
نفي الفترض (أو النظرية) من نفي کل من الشرط والنتيجة وجعل نفي الشرط نتيجة ونفي النتيجة شرطاء 
وللمفترض الوارد نحصل على نفيه كالتالي. دإذا كان 0 ۶ه ,٣نا‏ فإن 3 ل متباعدة» وهو شرط كافي للتباعد 
ولكنه غير ضروري . فالمتسلسلة التوافقية متباعدة مع أن 0 > ,3 يلا . (ملاحظة الترجم) 
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3- أعط مثالاً على متسلسلة لاتقاربية ,28 بحيث يكون 0 = ,8 ,ذا » وتأخذ ,5 
عدداً لانهائياً من القيم الموجبة وعدداً لانهائياً من القيم السالبة . 
4 أعط مثالاً على متسلسلة تباعدية ,8 < ذات عدد لانائی من الحدود السالبة وعدد 
9 5 
5 أعط مثالا لمتسلسلة تباعدية 4 < بحيث يكون 0= لك ( im,‏ »أي أن رد 
تؤول إلى مالانهاية أبطأ ما تؤول « إلى ۰ . 


1 


5 ن ما إذا كانت ال 4 سس 
6 عين ما إذا كانت المتسلسلة (1 +10 


متقاربة أم متباعدة . 
۱ 1 1 1 
[ارشاد: | ۲+1 - رن 


7 عيبن ما إذا كانت التسلسلة ,2/2 تقاربية أم تباعدية حیث: 


. لقيم ٠‏ الأخرى 0 
8- عين ما إذا كانت المتسلسلة التالية ,22 تقاربية أم تباعدية: 


5 1 k 
2 a = 2 اوه‎ ) 
k +3 2 
۳۹ 


حیث [×] ترمز إلى دالة أكبر عدد صحیح (ارشاد: فك ,۵). 


9 أثبت معیار كوشي للمتسلسلات: التسلسلة ,2,8 تقاربية عندما وفقط عندما یوجد 
لكل 0 < ع عدد لا بحيث إن N‏ < ص < هم يؤدي إلى 


n 
> a E 
k=m 


226 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


Comparison test اختبار القارنة‎ 9 

سس دی یر نم رت سیب اس تن اس رسپ کت یج 

ندرس في هذا البند التسلسلات الى تحقق حدودها الشرط 0 <2 a,‏ لكل 1 ومثل هذه 
التسلسلات تسمی بالتسلسلات غير السالبة . وبالمثل إذا كانت 0 < به لكل ۲ فان ره ب 
تسمی بالتسلسلة الوجبة. 

ويكمن أحد الأسباب الواضحة لدراسة هذه التسلسلات في أنها تکون أسهل في العمل 
معها بالقارنة مع المتسلسلات ذات الحدود الموجبة والسالبة (متعاقبة الإشارة) . 

والسبب الآخر هو أن الأعمل البکرة التى تناولت التسلسلات كانت مخصصة 
للمتسلسلات غير السالبة . ففي القرن الثامن عشر وأوائل القرن التاسع عشر أثبت بعض 
كبار علماء الرياضيات نظريات أعطت المعايير التي تحدد ما إذا كانت المتسلسلة غير السالبة 
تقاربية أم تباعدية . وهذه النتانج تعرف «باختبارات» تقارب التسلسلات . وفي البداية نعطي 


نتيجة عامة ومفيدة للغاية : 
نظرية مساعدة 9.2: 


تكون المتسلسلة غير السالبة ,ه < تقاربية عندما وفقط عندما تكون متتالية مجاميعها 
الجزئية محدودة من أعلى . 


البرهان : 
من الواضح أن متتالية المجاميع الجزئية غير تناقصية. ومن ثم وفقاً لنظرية التتالية المطردة 
(نظرية 2.5) تکون ‏ له ل2) تقاربية عندما وفقط عندما يوجد علد 8 بحيث إنه 
م ۲۱ 


لكل « يكون ( a‏ ك . 
1 


k= 
ومن الواضح أنه إذا كانت المتسلسلة غير السالبة لاتقاربية فإنها تباعدية (نحو ©). وأول‎ 
(ععممدنجم) : يقال ان المتسلسلة غير السالبة ظط < تهيمن على المسلسلة غير السالبة‎ 
.4 > 8 بة < إذا وجد العددان 8 ول( بحيث إن < 6 يؤدي إلى ع‎ 
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نظرية 9.1: اختبار القارنة. 


نفرض أن ,26 وه < متسلسلتان غير سالبتين بحيث تهيمن ,28 على 
په < . إذا كانت ,2 تقاربية فان ,22 أيضا تقاربية. وإذا كانت ,2 < تباعدية 
فإن ,6 < أيضاً تباعدية . 


الرهان: 


نفرض أن ,8 < تقاربية وأن ,6 2 یمن على به < . عندئذ وفقاً للنظرية المساعدة 
1 يمكن أن نفرض أن ,6 8 > ,3 لكل » ما يعطي : 


ni 
Za > 8 هب2‎ <BD رط‎ > ©. 


k=l 2 k=1 ۴ k=! 


ومن ثم فالمجاميع الجرئية للمتسلسلة a,‏ > محدودة من أعلى ولذا فهي وفقاً للنظرية 
المساعدة 9.2 تقار بية . 


والجزء الثاني من النظرية هو مجرد نفي (نقیض) (00007۵00511۷6) للجزء الذي أثبتناه . 
مشال 9.4: 


۱ 5 1 8 1 
إن السلسلة و CRD‏ > تباعدية لأن 


0 


وسا اف 


1 
k‏ 
1 
3 
ويكون من الصعب في كثير من الحالات أن نبرز معامل دقيق 8 لتكوين المتباينة 

ب 8 > هة التى تبين علاقة أهيمنة. 


نظرية 9.2: اختبار المقارنة بالهایات (الاقترابي عنام امس ركه) : 


إذا كانت 26 اسان و این يجيت بكرن 

2 مراع 3 4 

۵ <- اد ) ,نا . فإمًا أن تکون ااتسلساتان تقاربيتين معا او تباعديتين معاً. 
k‏ 
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نظرية 9.1. 
مشال 9.5: 
(1-عا) 
المسلسلة 9 :2 تباعدية. لأن 
ak + +7‏ 
1 5-1 1 1-1 
=m, 5-35‏ — .د lim,‏ 
2k + +7 1/۳ 216 + 1۱‏ 


1 5 2 
وحيث إن -- تباعدية» نستنتج أن التسلسلتین تباعديتان معا 


3 اختبار التكثيف لكوشى 


في مثال 9.3 بحثت التسلسلة التوافقية بتجميع الحدود في متسلسلة أكثر تكثيفاً ©:0م) 
(0006250 يمكن اختبارها بطريقة أسهل . وهذا الإجراء يكن استخدامه في الحالات 
الأعم. وهذا هو محتوى النظرية التالية . 


نظرية 9.3: اختبار التكثيف لكوثى . 
إذا كانت به 2 متسلسلة ذات حدود موجبة بحيث إن (,8) غير تزايديت عندئل 
تكون ,۵ < تقاربية عندما وفقط عندما تكون المسلسلة ,ره “202 تقاربية. 
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البرهان : 


تأخذ المتالية الْكونة من "2 عدداً: 


۲ اوبات 
n n+1‏ 
ك = a‏ > 
ل 2 2 دس 2 2 an 2 2 a,‏ 2 
k=2"‏ 
وبذلك فإن: 
4 1 ی 5 
n nti‏ 
ê‏ 22 له - و 26 2 
k 2 2‏ 2 
n=‏ 4ے دمر n=)‏ 


وبالتالي فان المجاميع الجزئية للمتسلسلة ,۾ 2 محدودة عندما وفقط عندما تكون المجاميع 
الجزئية للمتسلسلة .ره "2 ب محدودة. 


مشال 9.6: 
تكون المتسلسلة ۳3 تقاربية عندما وفقط عندما تكون 1 < م. ندرس المتسلسلة 
«المكثفة» 
کے و ے و و ل “8 
2y )2 )‏ 


وهذه متسلسلة هندسية ذات أساس مشترك وهو 2 . وبما أن 1 > * 2 عندما وفقط 
عندما يكون 1 < ۴ تنتج صحة المنطوق من النظرية 9.3 ومعلوماتنا عن المتسلسلة الهندسية 
فن مثال 9.1. 

وعند تطبيق اختبارات القارنة وحل الأمثلة عليها قد يتبادر إلى الذهن التساؤل عن وجود 
«متسلسلة شاملة عامة لاختبار المقارنة» أي تلك المسلسلة ,دا < التى تتباعد ببطء بحيث 
تهيمن عليها أية متسلسلة موجبة تباعدية. 

وبطرح هذا السؤال بصورة أكثر دقة نقول: هل توجد تلك المتسلسلة الموجبة التباعدية 
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5 

u‏ < بحيث إنه إذا كانت 8 < متسلسلة موجبة تحقق العلاقة 0 -<[ عل ) واا 

1 بحيث انه | 8 موجبه حقق 7 x‏ 
1 


فان ,ظ < يجب أن تکون تقاربية. ومثل هذه التسلسلة لو وجدت لکانت ستصبح 
متسلسلة مثالية الاستخدام في اختبارات القارنة. 


ولسنوات طويلة بحث علاء الریاضیات عن مثل تلك التسلسلة. غير أنه ثبت في عام 
7 أنه لا وجود لثل هذه التسلسلة الشاملة لاختبارات القارنت» وهذه هي أهمية النظرية 
التالية التى أثبتها في الأصل آبل اءطه . 
نظرية 9.4: 

إذا كانت ,هة < متسلسلة موجبة تباعدية فإنه توجد متسلسلة موجبة تباعدية ,2/86 


بحيث إن و( ( يسنا 


لأن ,208 تباعدية. 


ولكي نبین أن ,0 تباعدية نبين أن مجاميعها الجزئية لا تُكوّن متتالية كوشي . لأي " في 
ل تسمح لنا لا حدودية (,5) باختيار ۳ < م بحيث يكون 257 < ره عندئذ: 


n m-1 n 0 8 
2 6 - يه‎ 0 < b, زد‎ Kk 
اعم‎ k=1 k=m سدم‎ Sy 
n N 
SS 1 
= حي 2 < ات۴‎ 8 
k=m 5 Sq k=m ١ 
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ومن ثم فان , 50 2{ ليست متتالية كوثى ما يؤدي إلى أن ,9 < تباعدية . 
k=! n=‏ ۳ 
وی محاولة تعيين تقارب أو تباعد متسلسلة معطأة فإن واحدة من أصعب المسائل التى 
تقابلنا هی إيجاد الاختبار (أو الاختبارات) الناسبة الق تودي إلى الجواب على السؤال لهذه 
التسلسلة . وهذا الغرض نؤجل مجموعة السائل حتى نهاية بند 9.5 حيث نکون قد عرضنا 
کل اختباراتنا لتقارب التسلسلات غير السالبة . 


4 الاختبارات الأولية 

تقدم النظریات الثلاث التالية الاختبارات الشائعة للتقارب التي تعرف علیهاالطالب في 
منهج حساب التفاضل والتکامل. وهی سهلة الاثبات والتطبیق» ولكنها تعطی الاجابة فقط 
لانواع خاصة من التسلسلات. 

وبالطبم فانه يمكن توجيه النقد إلى أي اختبار للتقارب. وهذا النقد یتعلّق بمحدودية 
قابليته للتطبيق. وسبب وجود عدد کبر من اختبارات التقارب (وسندرس عدداً قلبل منها) 
هو أنه لا يوجد اختبار واحد يمكن أن يبين تقارب أو تباعد كل متسلسلة. ويمكن التأكيد على 
أن أية متسلسلة تتقارب عندما وفقط عندما تكون لمجاميعها الجزئية متتالية كوشي (قارن مع 
مرین 9.5.1)» غير أن هذا ليس معياراً واقعياً للاختبار. إن تحديد ما إذا كانت المتتالية تحقق 
معيار كوشي يتضمن الصعوبة نفسها مثل اختبار ما إذا كانت المتتالية تحقق شروط تعريف 
التقارب . 
نظر ية 9.5 اختبار التکامل 1656 اهتروء)م1: 

نفرض أن ,ة ب2 متسلسلة موجبة ذات دالة لاتناقصية ٤‏ بحيث أنه لكل » یکون 
په = (1)0 عندئذ فان ,2/2 تقاربية عندما وفقط عندمایکون التکامل العتل ۶ ۳ 
تقازبياً. 


البرهان : 


إذا كان 1 + ۲ > > م فإن: 


a, = f(K) > f(x) > f(k + 1) = a: 
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وبذلك فان : 


k=1‏ احم 
b n‏ 
ومن ثم فإن a‏ 2{ محدودة من أعلى إذا وفقط إذا كانت : im J f< o.‏ 
مثال 9.7: 
1 
المت 1 ص 1 .زر آل : 
لتسلسلة 0 < تباعدية. ندرس التكامل 
dx‏ ص 


b 
— = lim [log (log زو‎ = 
x log x 2 


ومن ثم فان التكامل والمتسلسلة تباعديتان . 
وقد كاملنا فى هذا المغال على الفترة ( ,2] بدلا من (« ,1] لتجنب صعوبة تعريف 
log (log 1)‏ > وإهمال الحدود الأولى لا يؤثر على تقارب أو تباعد المتسلسلة . 
نظر ية 9.6: اختبار النسبة . 0وع) (Ratio‏ 
نفرض أن يه 2 متسلسلة موجبة بحيث إن 1=( سل ) ناء عندئد: 
1> 1 تتضمن أن ,2/8 تقاربية 
1<[ تتضمن أن ,2.2 تباعدية 
وإذا كان 1= 1 فان ,22 قد تكون تقاربية أو تباعدية. 
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الرهان: 


أولا نفرض أن 1 > 1 ونختار عددا + بحيث يكون 1 > ۲ > 1 . عندئذ يوجد عدد ١‏ 


8 
بحيث إن ٠ < N‏ يؤدى ای > اا وبذلك فإن: 
۱ 5 0 
0 


2 
5-5 5 و < 
ST (ray) = 2‏ ررببة؟ گ وب 


25 
3,3 > Fay, ST (FT a) = 5 ay: 


m 


-1 
a > a) =r a 


4 
N+m TT 4-1 3 


ومن ثم فإن ,2/8 تكون تحت «هيمنة» مضاعف المتسلسلة افندسية التقاربية < , 
وبذلك وفقا لاختبار المقارنة تكون ,۵ 2 تقاربية. وبعد ذلك ندرس حالة 1 < ,1 . وهذا 


k+1 
a 


يضمن أنه يوجد عدد ۱ بحیث إن ۷ < ۲ يتضمن 1< » وهذا يكاقء 


2 < رببة . وبذلك فان < ا یتضمن 0 < بيه < يه ومن هنا فان نهاية لية) 
ليست صفراء ومن هنا وفقا للمفترض تکون ,2/3 تباعدية. 

وأخيراً فان التباس الحالة 1 ا يمكن توضيحه على السلسلة چ 2 . فلاي 
قيمة للعدد م نحصل على : 


ولكننا رأينا في مثال 9.6 أن هذه المتسلسلة تقاربية إذا كان 1 < 8 وتباعدية إذا كان 
1 كام 

واختبار النسبة قابل للتطبيق للمتسلسلة سريعة التقارب أو سريعة التباعد. مشل تلك 
المنسلسلات التي تحتوي على عوامل أسية أو صبغ المضروب. 
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مشال 9.8: 


k 
المتسلسلة ل2 تقاربية لأي عدد حقيقي 6؛ لأنه بتطبيق اختبار النسبة نرى أن:‎ 
rk+1 
)+ D! 1 
lim, = 0 =0. 
۲ 8 
(k!) 


نظرية 9.7: اختبار الجذر. (65) 04مم) 


نفرض أن ,202 متسلسلة غير سالبة بحيث تكون 1 = (یه) ,"نا » عندئذ فان 
1 > 1 تتضمن أن ,28 تقاربية» 1< 1 نتضمن ,28 تباعدية. 


وإذا كان 1 = .1 فان به 2 يكن أن تكون إما تقاربية وإما تباعدية. 
البرهان : 


انظر تمرين 9.5.1. 


(Delicate Tests) الاختبارات الدفقه‎ 5 


تؤدي الحالة الغامضة (غير الحاسمة) في النظریتین ۰9.7 9.6 حيث 


2 
1د( ( ir,‏ و 1= )نا إلى التساؤل عم إذا كانت هناك طريقة 


ما لتدقيق اختبار النسبة بحيث يعطي إجابة حتى لو كانت ناية النسبة مساويةٌ ل 1. 


على سبيل الثال يمكن أن نتساءل بأية سرعة یژول اس إلى 1؟ يمكننا أن نختر 
03 

۱ ۱ ۱ 

هایة الصيغة غير العينة (۱ -( لك )) ۷ ويمكن أن تعطينا قيمة نباتها مؤشراً 


1 
3 
حول ما ذا كانت النسة سال ذات نزعة في اتجاه أن تکون أكبر من 1 (ما يدل على 


م 


التباعد) أو أصغر من 1 (ما يدل على التقارب). وهذا هو هدف الاختبار القادم . 
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نظرية 9.8: اختبار کور (1654 .(Kummer’s‏ 

نفرض أن ,28 متسلسلة موجبة وأن لم) متتالية موجبة بحيث يكون: 
)1( ناد 9 5 - ۳ lim,‏ 
فإذا كان 0 < 1 فان ,22 تقاربية 


۱ 
إذا كان 0 > ,1 3 < تباعدية فان ۵ < تکون تباعدية. 


k 
الرهان:‎ 
حيث‎ N نفرض أولا أن 0 <11 ونختار : يحقق التباينة ما > + > 0 . عندئذ لبعض‎ 
يكون:‎ k < × 
کم‎ - Pq < 
۲ ۾‎ k+1 3 
2+۱ 
ومن م‎ 
بو 7 برق پر‎ An, Ayr 
مبيجة؟ < يببرة يبظ - بببرة رب‎ 
وب‎ N+m-1 > مب‎ AN+m 2 تج‎ 


وإذا جمعنا هذه التباینات فإن الحدود في الطرف الأيسر تختصر زوجاً زوجاً إلا الحدين الأول 


۱+۱ 
Pa, =P a >r a 2) 
NN هبل‎ N+m k=N+m ( 
n 
Pr Ax Pm AN+m 1 SN +m 5 Sx} فان 2 نصیح‎ Sq = 2 2 وإذا كان‎ 
لل‎ <2 IS 7 Pn A 5 مب مب‎ IS 7 Pr An أو‎ 
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ومن ثم فلكل 0 في ۸ نحصل على : 


| ,ما 
م Sn F (Px‏ > مب 


وبذلك فإن (,5) محدودة من أعلى وبالتالي فان ,4 ب تقاربية. والآن نفرض أن 0 > 1 
ونختار ١‏ بحيث أن ل( < عا يؤدي ال 


Pg SO. 


وعندئذ فان × < ۲ يؤدي إلى أن ررية ,۴ > 4 يط » ومن ثم فإن: 

8 يط ع .... > A,‏ بربرم > هس (طلما 8< س) وبذلك فإن 
a‏ 1 ۳ 50 

dy‏ > لايم > ولذا فان Za,‏ تهیمن على ۳۹ . ووفقا لاختبار المقارنة ينتج 


۷ 
من تباعد التسلسلة ل 20 تباعد يه < , بذلك یتم البرهان. 


Pk 


m 


نتيجة 9.8: اختبار رابي (1650 و'عططه8) : 
نفرض أن .4 ,2 متسلسلة موجبة بحيث يكون: 


.1= }(1- كل ( عا) يمنا 


رب 


فإذا كان 1 < 1 فان ,28 تقاربية, 
ولذا كان 1 > با فان ,2/8 تباعدية. 


ولذا كان 1= 1 فان ,22 قد تکون اما تقاربية أو تباعدية. 
البرهان : 


ُطبّق اختبار کومر مع أخذ ۲ = م . 
ونترك التفاصیل کتمرین (تمرين 9.5.3). 
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منتدى افريقيا سات 


مثال 9.9: 
السلسلة التالية متباعدة : 


1 13 ۱.35 + 1.3.4... (2k ~1) 
2 2.4 2.4.6 2.4.6... 0) 


أولاٌ بواسطة اختبار المقارنة لدينا: 
1 
( )+۱ 
k‏ 1 2 +2 


8 » 26+ 2 Tk (2)+ه‎ 
3 


ولذا لا يؤدي الاختبار إلى نتيجة. والآن تطبق اختبار رابي: 


E لد‎ 


8+۱ 
2k + 2 - (2k +1) k‏ 
5 5 
2k + 1 2k +1‏ 
واا کے س رهطا ع فإ ار رانين أن امسلل شاع 
2k +1 2 :‏ ۲ ی 9 مات ۳ 
تمارين 9.5 


1- برهن اختبار الجذر (نظرية 9.7) (ارشاد: انظر برهان اختبار النسب نظرية 9.6). 


o0 n 
2 a, = SUP, {Za أثبت أنه إذا كانت ,228 مسلسلة موجبة فإن:‎ -2 
.)9.8 برهن اختبار راي (نتيجة‎ -3 
أثبت إذا كانت ,هة < متسلسلة موجبة تقاربية» فإن فا تكون أيضاً تقاربية. بن‎ -4 
م ريك ی‎ + 0 k بت‎ 
. بمثال أن ,2 يكن أن تكون تقاربية (ولكن غير موجبة) بينها 7= تباعدية‎ 
التمرينات 5.6 امتداداً لاختبار المقارنة الاقترابي (بالنهایات):‎ 
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5 أثبت انه إذا كانت 24 ۰ ,2 متسلسلتين موجبتين بحيث تكون ,226 تقاربية 


e 2‏ 
و0=) خب )يسنا » فان ,4< تقاربية یضا. 
k‏ 


a‏ ي 
تباعدية و » -( & )يسنا » فان ,2/3 تباعدية أيضا. 


k 
: حدد التقارب أو التباعد لكل من المتسلسلات التالية‎ 
1 1 


77 2 8 تیش زر 
K(log K) V k(k- 1(‏ 
1 
SSE EET SEES TE - 10 22 1 -9‏ 2 
k log k {log (log 0۳ 3‏ 
k‏ 3 
(k +1‏ 1 1 
Vk —4 (2k)‏ 
k!‏ 1 
13 س 2 4 س 
(log k) k‏ 
k‏ 
k + 3‏ 7 
Ske“ 6 2 15‏ 
3 
5 
١ + 1 4+ 17‏ + 1 + 1 + 1 + 1 
و ل. و ج2 3 3 
۳ ڕ 1234 پ 123 , 12 , 1 
= 3.5.7.9 3.5.7 3.5 3 
۳ 1.3.5 ۳ 1.3 ۳ 1 
19 - 1 
E E E‏ 
1 1.3.5 1 1.3۱ 1 1 
0 0 . ۰ . 
9 و ا 2 
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6 التقارت الطلّق والتقارب الشرطي 


ندرس في هذا البند التسلسلات ذات الحدود الوجبة والسالبة. والشیء الأول الذه 
سنفعله هو فصل تلك السلسلات التى تتقارب بصرف النظر عن اختلاط (تعساقب 
الاشارات. 
تعر یف 9.2: 

يقال للمتسلسلة |نها تتقارب تقارباً مطلقاً إذا كانت |,3| < تقاربية, 


وإذا كانت ,۵ 2 تقاربية ولکن ابا تباعدية عندثذ تسمی ,ه 2 متقاربة شرطر 
(تقارياً مشروطاً). 

وكما سترى في النظرية التالية فإن التقارب المطلق للمتسلسلة ,28 يعني أن ,هل 
تقاربية؛ ولذا فإن احدى إيجابيات التقارب المطلق واضحة: إنه يسمح لنا بتحديد التقارد 
باستخدام الاختبارات الواردة في البند السابق للمتسلسلات غير السالبة ,ها 2 .غير أ 
هذه الاوضاع الناسبة لا تظهر دائباً. فهناك متسلسلات تقاربية (شرطياً) ,208 تكون . 
ها 2 تباعدية. 
والتسلسلة في الثال 9.2 هي من هذا النوع . لقد رأينا أن التسلسلة تقاربية إلى الجمو 
a = 0‏ 9 


k=} 


ولکن : ...2)4( )4)4( )+= 


2 


ولذا فلكل « نحصل على : يه د ايها 2= 
وحيث أن ل تباعدية ينتج أن ادا 2 تباعدية. 
نظرية 9.9: 

إذا كانت ,22 مطلقة التقارب فان ,2/8 تقاربية. 
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الرهان : 


حيث إن ا,ه| < تقاربية فان مجامیعها الجزئية تكوّن متتالية كوشى. إذا كان ص < ۾ 


فإنه يمكننا كتابة : 
اه 2 | < m+1‏ 2 = لها 2 1 لها م2 
5 له وات 


والطرف الأيسر هو الفرق بين الجموعین الجزئيين ال 2. وال ” للمتسلسلة [,ه| < . ولذا 
وفقا لمعيار كوشي فانه يؤول (الفرق) إلى الصفر عندما تژول ” و" إلى ©*. 

والطرف الأيمن من السطر الأخير من (1) هو القيمة المطلقة للفرق بين المجموعين الجزئيين 
ال وال م للمتسلسلة a,‏ 22 وحيث إنه أيضا يجب أن يؤول إلى الصفر عندما .7 
تؤولان إلى ت فإن المجاميع الجزئية للمسلسلة ,2 < تُكوّن متتالية کوشی. وبالتالي فان 
م3 2 تقاربية. 

وحتى الآن لا توجد اختبارات للتقارب الشرطی . 

في البداية نختبر |.2| < لتحديد ما إذا كانت ,2 < تقاربية مطلقاً. إذا كانت ها 2 
تباعدية. فإننا نحاول أن نكتشف التقارب (الشرطي) أو اللاتقارب للمتسلسلة ,هد < 
بالاستعانة بخواص هذه المتسلسلة المعينة . على سبيل الشال إذا كان 0 مج ,۵ 1:0 فان 
,ة < ووفقاً للمفترض 9.1 لا يمكن أن تكون تقاربية. 


وني النظریتین التاليتين نقدم بعض الاسالیب الفيدة في تحدید التقارب الشرطي ع وستثیت 
أو 0 مساعدة تعرف أحياناً ال بالتجزي ء . ونج هذا الصطلح من تشابهها مع 


نظرية مساعدة 9.3: 


إذا كانت كل من (,0) ۰ ل,ه) متتالية عددية ,2 = ,5 يكون لكل 8: 


k= 1۳ 


s (bP = لط‎ 02 


Pa,‏ رك عم 
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= Db, (sS, - sy) + يوط‎ (sS, - sS) + ... + رط‎ (S, = ٩-0 


= رو‎ (Db, - یو + (يط‎ (by - (يط‎ + ... +s GG را‎ bS 


8-1 


n 
= 2: (b, -b وت 6 و+‎ 9 +s م‎ 
k= 


1 ع‎ k+1 n n n n+l n n+l 


n 
= 2% (bb) +s, (b, 7 ىك + بیط‎ (Pg = طايه + (ربيوط‎ 


n ‘ntl 


ليم ۷+۱ 


وقد اكتشفت طريقة التجميع بالتجزيء بواسطة آبل الذي استخدمها بشکل مکثف . وتتضح 
فائدتها في النظرية التالية : 
نظرية 9.10 اختبار آبل: 

إذا كانت المتسلسلة ,2:8 ذات مجاميع جزئية محدودة وكانت (,0) متتالية غير تزايدية 
صفرية (الناه) فان ,9 يه < تقاربية. 
البرهان : 

نين أن المجاميع الجزئية للمتسلسلة ,ده ب تكون متتالية كوشي. نفرض أن 


n 


.n>m و‎ M = lub (s, :nEN} <s = Za 
k=} 


والآن بتطبيق النظرية الساعدة 9.3 على التتاليتين  a‏ و 


نجد 


k 


o, 


k=m 


اه 2 - ا = 


k=m k=m 


اج +| 


k+l ليم‎ (| > 3 D+, لجر‎ bl. 
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وبا أن (,0) غير تزايدية يكون لدينا: 


رب |b‏ » ولذا فإن: 


بيط حيط = إيط - 


ده 2 - هه e2‏ 


n “n+l + 


2 ادا‎ (b, ~ b 


n 
< Mb, + MZ (b= bj) 


0 بوطلا‎ +M {b, =b ا‎ = Mb: 


وما أن 0= ,رط ,ذا ب إذن ينتج ے له ,هش هي متتالية كوشي. ومن ثم فان 
22 تقاربية . 
وتتعامل النظرية التالية مع فصل (1355ه) حاص من التسلسلات ذات الحدود الوجبة 
والسالبة . في هذا الفصل يكون للمتسلسلة حدود موجبة وسالبة تتعاقب في ترتيب ظهورهاء 
ولذا فهى تسمى بالمتسلسلة متعاقبة الاشارة أو بالمتسلسلة المتعاقبة . 


نظرية 9.11: نظرية المتسلسلات المتعاقية : )ئserie (Alternative‏ 


إذا كانت (,2) متتالية لاتزايدية صفرية فان المتسلسلة ,ه"1(۳-) < تقاربية. 


k 
: البرهان‎ 

هذه الخلاصة هی نتيجة سهلة لاختبار آبل . المتسلسلة 
محدودة کا هوواضح . وتكون لية) متتالية لاتزايدية صفرية من الفرض» وبذلك 
فالتسلسلة ,۵ (1-) < » وفقاً للنظرية ۰9.10 تقاربية . 


a 


k+1 


(1-) < ها مجاميع جزئية 


مثال 9.10: 
المتسلسلة التوافقية متعاقبة الإشارة E‏ < تقاربية تقارباً شرطياً. نعرف من 
المثال 9.3 أن هذه المتسلسلة لا يمكن أن تكون تقاربية تقارباً مطلقاً. وهي تحقق ‏ كا هو 
واضح - فروض النظرية 9.11 وبالتالي فهي متسلسلة متعاقبة وتقاربية شرطيًا. 
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تمارين 96 


حدّد التقارب المطلق أو الشرطي أو اللاتقارب لكل من المتسلسلات في التهارين 1-8. 


اا 
1- 1 2 32 الك ) sin‏ ٍ 2 
k +1 log (k + 1)‏ 
k‏ 
SoD 4 S1 k+ 1 ۳‏ 
kK +1 +1‏ 
log k rk «+1‏ 
5ے (1-) 22 6 ( 2 )هه( - )5 
1+ 2 ۹ 
کم 25 
9 2 8 (2)* ور 


(k +1) (log [k + 1 


9- شرض أن به 22-1۱۳۲ متسلسلة متعاقبة كما في النظرية [9.1: أي أن 
0 = ,۵ "نا . ولکل ۲ یکون : 
0ع ية < ٠ a‏ نفرض أن (,5) هي متتالية الجامیع الحزثية. آثبت التاکیدات 
التالية (التي تکون برهاناً آخر للنظرية 9.11) : 
(3) المتتالية احزئية ررر 
(0) المتتالية الجرئية (,_يره) لا تزايدية . 
© لکل ديكون يه > أن - وأ . 


(1- ) > تقاربية ولكل ه يكرن: 


> 1ت 5 5 
۳ | 


"^ k0 


5) لا تناقصية. 
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7 اعادة تجميع واعادة ترتيب المتسلسلات 


إذا اعتبرنا المتسلسلة اللانهائية امتداداً لعملية الجمع. فان هناك أسئلة طبيعية تتبادر إلى 
الذهن . إن خواصاً مثل التنسيق والتبديل يمكن صياغتها للمتسلسلات اللانهائية كا يلي : 
() إذا أعيد تجميع حدود المتسلسلة ,8 بإدخال أقواس» فهل يظل التقارب أو التباعد دون 
تغيير؟ 
(1) إذا أعيد ترتيب حدود ,2/2 فكتبت في ترتيب آخرء فهل يظل التقارب أو التباعد 
دون تغيير؟ 
إن الاجابة على السؤال الأول سهلة. وهي معطاة في المفترض التالي» أما موضوع اعادة 
مفترض 9.2: 
إذا كانت به < تقاربية وي 2 هي المتسلسلة الناتجة عن اعادة تجميع حدود يه ب2 
وذلك بادخال أزواج من الاقواس فإن ,206 تقاربية أيضا و 


a‏ ديم 


مه عه 
k=1 k=1‏ 


المرهان : 


ينتج التأكيد مباشرة من ملاحظة أن المجاميع الجزئية للمتسلسلة ,ط < تُكوّن متتالية 
جزئية من متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة .۵ 2. 


مشال 9.11: 
ندرس التساسلة؛ + 1 + : + : 1[ مه 2 
و + )+( )+( + ۳ 2 


ونرى أن ,ا2 هي اعادة تجميع المتسلسلة ,24 . وإذا كان ية 
المجموع الحزئي النوني (0) للمتسلسلة يط <. 
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ولبحث موضوع إعادة ترتيب حدود المتسلسلة نعطي في البداية تعريفاً دقيقاً للمفهوم . 
تعر یف 9.3: 


المتسلسلة ۹ هی اعادة ترتيب (7684ع7263:328) للمتسلسلة Z4,‏ إذا وجدت دالة 
أحادية (006-10-000) + من ۵1 فوقياً إلى 1 بحيث يكون: 


4 خبط لكل 535 


إن اشتراط أن ترسم (تعکس - 38) ۸ فوقياً إلى ا يضمن أن كل حذ من ,4< 
يظهر (على الأقل مرة واحدة) في ,26 . واشتراط أن 7 هی أحادية يؤكد أنه لا يوجد حد 
من ,28 يظهر أكثر من مرة واحدة في ,طا . وإذا كانت ,00 تعيد ترتيب عدد محدود 
فقط من حدود ,2۵ فإنه يتضح من النظرية المساعدة 9.1 أن ,ط2 تقاربية عندما وفقط 
عندما تکون ,2:3 تقاربية» وأيضاً فمن السهل أن نرى أن اعادة الترتيب المحدودة هذه 


تزدي إلى به ب2 = ,ط بش . وهذا لا يكون صحيحاً لكل عمليات إعادة الترتيب كا 
سنری في الثال التالي . 
مثال 9.12: 


اجا 
يمكن اعادة ترتيب حدود المتسلسلة للد < التقاربية تقارباً شرطياً لتعطى 


متسلسلة أخرى تقاربية شرطياً حيث مجموعها 


ها | دنه 


1 
نم 
| 
ف 
55 
دم این 
١‏ 
براقم 
+ 
دم | ى 
1 
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+ 
4+ 


ان خطوات مضاعفة كل حدّ تنتج كسوراً. واعادة التجميع صحيحة. ولذا فان المتساوية 
لست صحيحة حيث وضعت علامة الاستفهام» وهي الخطوة التي عندها تمت عملية اعادة 
الترتيب. 

وتبين النظرية التالية أن مثال 9.12 لا يبين إلا إحدى عمليات اعادة الترتيب الممكنة التي 
تعطى مجموعاً مختلفاً للمتسلسلة التوافقية المتعاقبة . 
نظرية 9.12: 

إذا كانت ,200 متسلسلة تقاربية تقارباً شرطياً وكان 1 أي عدد حقيقي فانه توجد 
متسلسلة ناتجة عن اعادة ترتیب Za,‏ ويكون مجموعها هو ]. 
البرهان: 

نفرض أن (,م) هي متالية جزئية من (به) مُتكونة من كل الحدود الموجبة» ونفرض 
أن (,و-) متتالية جزئية من [,3) متكونة من كل الحدود غير الموجبة . 

ونؤكد وجوب أن يكون كل من ,29 وم متسلسلة تباعديةء لا إذا كانتا 


تقاربيتين فان : 


ومن ثم لکانت Za,‏ تقاربية مطلقاً. وأنضاً إذا كانت احدی التسلسلتین 20 أو ,24 


تقاربية والأخرى تباعدية لكانت ,4< غير تقاربية شرطياً؛ هذا نفرض أن هت = ,م ب2 


ادا 
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و 0= 2 عندئذ لكل عدد 8 يوجد عدد × بحيث إن N‏ < 8 يؤدي إلى : 


P,Z2B+Q.,. 
1 
: ما يؤدي إلى‎ 
2 a, > يم بش‎ - q, > (B + Q) - Q - 8 
k= k= k=1 
لقيم ” الكبيرة كبراً كافياً. ولذا فان ,ها غير تقاربية وبالشل إذا كانت ۶= يم لاء‎ 
احا‎ -* ۳1 
فإنه يمكن الحصول على ,ة 2 تکون آصغر من أى عدد سالب حدد‎ Þ3 ,ره‎ < © 
۰ 3 k=1 k=1 


والآن نستعين بتباعد ,2.0 . ,م لنكون اعادة ترتيب للمتسلسلة ,2.۸ يتقارب إلى 
ب1. في البداية نختار (2)1 بمثابة أصغر عدد صحيح يحقق المتباينة 


P ۲۲۰۰ نه‎ < L. 


(إذا كانت 0 > بآ نختار 0= (0)1 » ومن ثم لن توجد الحدود ۳ من هذه 
الجموعة) . بعد ذلك نختار ٩۸۵‏ ۰۰۰ ,4 بحيث يكون n(2)‏ هو آصغر عدد صحیح 
يحقق : 
SF‏ بويا حب 7 Paa) > 4 7 Q2‏ + ب Py F‏ 
ونحن نعلم بأن هناك عدداً كافياً من ال.م وال للوصول إلى هاتين التباینتین؛ لان 
p= *‏ 2 8 * - بو 2 . وعندئذ تستمر العملية بالاستقراء: 
= اک 
ويمجرد أن يزيد الجموع الجزئي عن ا نبدأ في ادخحال الحدود السالبة التالية التي لم 
تستخدم بعد حتى يصل المجموع الجزئي إلى قيمة أقل من 1. وبهذه الطريقة نستخدم كل 


حدود التسلسلتین 24 »> .ونث . والمجاميع الجزئية للمتسلسلة المعاد ترتيبها تتذبذب 
حول 1. 
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وعلاوة على ذلك فبمجرد أن نتقدم بعل Pag)‏ فان المجاميع احزئية لا تختلف عن بآ 
بأكثر من 250 4 1 ۶ . وهذا صحيح لأن ([)۸ مختار بحيث يكون أصغر 
عدد صحيح تتحقق عنده المتباينة . ولكن ,2,8 تقاربية؛ ولذا فان 0 = ره نا . ولذلك 
فإن يو ويم يجب أن يؤول كلاهما إلى الصفرء ولذا فإن المجاميع الجزئية للمتسلسلة - 
إعادة الترتيب ‏ يجب أن تتقارب إلى 1. ونرى في النظرية التالية ‏ التي أثبتها لأول مرة 
دير شليت 2110164 - أن المتسلسلة المطلقة التقارب لا تتأثر بإعادة ترتيب حدودها. 


نظرية 9.13: 
إذا كانت ,28 متسلسلة مطلقة التقارب وكانت 
Za,‏ فان ر /2 مطلقة التقارب و 


2a,‏ إعادة ترتيب للمتسلسلة 


0 


1 


الیرهان : 
نستعين بالرموز :, 
a, = min {q, 0(۰‏ و }60 max {a,‏ = يم 
ولا بد هنا من كلمة تحذير: وهي أن هذه التعريفات ليو » ,م ليسا مشامهین لما سبق 
استخدامه في برهان النظرية 9.12. والآن يكون لدينا: 
يو - يم = la,l‏ و ۹ au Px‏ 
وحيث إن ادا تقاربية فمن السهل أن نرى أن كلا من ,ول . ,2۳ مطلقة 
التقارب . وأيضاً إذا كان: 


وحیث إن ر۹ + ر۴ = وویة فاننانری أت ر۴ 2 تفج یکوين باس 
معادة الترتيب ‏ من الحدود غير السالبة من ,ه 2 وإدخال أصفار عندما 0 > رة 
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وبذلك فان كل مجموع جزئي من 000 سيحقق : 


وعلاوة على ذلك. فحيث إن كل ,م يظهر في مكان ما كحد في .2 » ينتج أن م 
تساوي أصغر حد أعلى غذه المجاميع امزئية . ولذا فمن نظرية التتالية المطردة نحصل على : 


وبالمثل 5 


. 3 ولذا فإن‎ 
2 a... = 2 (P0 + لبوك‎ =P+0Q. 


وأخیرا, فإن 220 مطلقة التقارب ‏ لأن كلا من 
ویکون : 


20 2۳ مطلقة التقارب 


7)( 


ak)’‏ 7 0 أووبةأ 
9.8 ضرت المنسلسلات 


إن مفهوم مجموع متسلسلتين هو مفهوم سهل لدرجة أننا اعتيرناه أمراً مسلا به ومضموناً 
في بعض إثباتاتنا السابقة في هذا الباب. إذا كان كل من ,هلا ۰ ,28 متسلسلة فان 
مجموعها هو المتسلسلة 9 + ,2/۵ » المتكونة بجمع الحدود المناظرة» أي أن الحد رقم » 
من هذا الجموع هو مجموع الحدين رقم » من التسلسلتین. ومن الواضح أن کل جموع 
جزئي يحقق المتساوية : 


n 


> e, + 9( - وبا‎ + Db, 
k=1 


k=1 


وبذلك ينتج من النظرية 2.3. التعلقة بمجموع المتتاليات المتقاربة» إن تقارب ط2 ,4< 


o 


يؤدي إلى تقارب جموعها ل + 2 وأن: 5 2 + (a, + b,) = 2 a‏ 2 
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ومرة أخرى فان المسألة هی مرد تغيير لتوكيدنا من المتالية لج 2{ إلى المتسلسلة 
2 }= 
,28 . وكا قلنا في بداية هذا الباب فان نظرية تقارب المتتاليات تنفي حاجتنا لبرهان آخر 
لنظريات التسلسلات التي تكون مجرد تعبير آخر لنظريات التتالیات . 
يمكننا أن نكوّن حاصل ضرب متسلسلتين حداً بحد فيكون بط ,4< . 
وهذا النوع من الضرب يصلح جيداً للمتتالیات, ولكن عند التعامل مع المتسلسلات 
سيدجل قانون التوزیم . ولتوضيح المسألة نفرض أن ,الث . ,2۵ متسلسلتان وندرس 
حاصل الضرب الداخلی (0۲0۵060 10067) فما وهو المتسلسلة ,ا24 . إن تقارب متسلسلة 
حاصل الضرب هله یتحدد پتقارب التالية ,لبط 0 ا الي التو 
2 اسايق برج عام حاصل قرب ار 9 2 ۳ 


k=1 
2b, والمجموعين‎ Zat, روذاك ا ا ون الجموع‎ 
مطلقة التقارب‎ 2b, تقاربية وکانت‎ Za, و 8 . ومن السهل أن نثبت أنه إذا كانت‎ 
فإن ,0,6 مطلقة التقارب (انظر تمرين 9.8.6). ولكن إذا كانت كل من 24 . ,ط2‎ 
تقاربية شرطياً فلا يمكننا التأكيد بأن ,ط4 تقاربية (مطلقاً أو شرطياً). والمثال التالي يبين‎ 
:9.13 مثال‎ 
۲ 4 كان )ع‎ 
سح < تقاربا شرطياني حين أن حاصل الضرب‎ 


الداخلي هذه التسلسلة في نفسها هو التسلسلة ل < وهي تباعدية. 


تتقارب المت لتسلسلة 


الجامیع مساویا لجموع عوامل الضرب . وهذه في النهاية هي طريقة للتعبیر عن قانون 
التوزيع : a,b, + a,b, + a,b, + a,b.‏ = (رط + (a, + a) (b,‏ 
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وإذا كنا سنستخدم هذه القاعدة نموذجاً لعملية الضرب فيجب علينا أن نعرف 
رط 2) (Za,‏ بحيث يضرب كل ,3 (مرة واحدة بالضبط) بكل واحد من ,6. وبذلك 
فحاصل الضرب يجب أن يكون «متسلسلة» على الصورة 2,0 بحيث يظهر كل زوج 
مرتب من الدليلين ([ ,)) مرة واحدة بالضبط. 

ولتكوين متسلسلة معرفة تعريفاً جيداً (611064 (۷6۱) من مجموعة هذه الحدودء من 
الضروري أن نتفق على الترتيب الذي يجب أن تظهر فيه هذه الحدود. وأي تجميع - إذا لزم 
- يجب أن يستخدم . وعادة يستخدم تجميع خاص وترتيب معين کا يلي: يتم تجميع كل 
الود ab,‏ التي یکون لدليلها الجموع نفسه. ولیکن مثا = +۲ وبعد ذلك 
رتب هذه المجموعات وفقا لقيم ) التزايدية . 

وبذلك فان حاصل الضرب (28) (,2:3) يجب أن يكون المتسلسلة: 
(a,b, + a,b + a,b) ۰ (1)‏ + (رطية + a,b, + (a,b,‏ 


ومن المناسب عند العمل مع حواصل ضرب المتسلسلات. أن يكون الحد الأول على الصورة 
وه وليس ,4 » أي أن 
Z a, = a, + a, + a + 4‏ 3 وتبعا دا الاتفاق (1) ب : 
(a,b, + a,b, + a,b) + ... (2)‏ + (رطرة + ay, + (a,b,‏ 
وعلى هذه الصورة فان حاصل الضرب يتبع القاعدة نفسها التي تستخدم ف ضرب كثرات 
الحدود: 

(a, + a,x + ax Es a ( (bj + + byx +... + b,x") 


= رار + خارطية + رط‎ + aby + . .. + ab 
n 


2 3 8+1 
+ ره‎ + a,bx + a,byX + ... + 2 


(3) 
2 3 n+2 
+ کیت‎ + ab +... + تایه‎ e Ee 


a, + abg} x ۰‏ + يطوة) + «(وطبة + رطية) + وطرة = 


وفي السطر الأخير من (3) حيث نجمع الحدود ذات القوة الواحدة في *. نرى أن 
معامل'× مساو لمجموع الحدود ab;‏ الى لها )د زع عا . وبالطبع لا تصح هذه القاعدة 
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(تختل) عندما يكون : أكبر من " أو من »١‏ ولكن ذلك لا يحدث لتسلسلة لانائية من مثشل 
هذه اخدوده وهذا الرمز لضرب التسلسلات قذمه کوشي . ونورد الآن التعريف الشكلٍ . 


تعر يف 9.4: 

حاصل ضرب كوشي للمتسلسلتين ,ط2 » ,2 هو المتسلسلة يه التي يعطى فيها الحد 
رقم ۲ بالصيغة : 

k 

)4( جر 
ومهیا كان هذا التعريف طبيعياً أو مبررأًء فعلينا أن نثبت أن مجموع حاصل الضرب يساوي 
حاصل ضرب المجموعين. ويمكن اثبات أن 
)05 يه (Z‏ له e. = (Z‏ > 


طالا أن المتسلسلات الثلاث تقاربية. 


وسنری فیا بعد (مثال 9.14) أن بن يمكن أن تتباعد حتی لو كانت ,2/8 ۰ ,ط2 تقاربیتون 
تقاربا شرطيا . 


ولكن في البداية نثبت أن (5) تصح طالا كانت ,6 < » ,۵ < تقاربيتين تقارباً مطلقاً. 
نظرية 9.14: 


إذا كانت المتسلسلتان ,ا < ٤‏ ره < تقاربيتين تقارباً مطلقاً. فإن حاصل ضرب كوشي 
> 22 يتقارب تقاربا مطلقا ويكون: 


الرهان : 
لكي نبرز المجاميع الحزئية الختلفة التي تدخل في هذا البرهان فانه من الفید اعتبار الحد 


,۵ مصفوفة لانمائية ذات مداخل أو عناصر تحتوي على کل التوافیق الناتجة من ضرب 
ال ره في الط . 
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ومن دراسة الشكل 9.1 نرى أن حاصل ضرب كوشي وا به يك = e,‏ هو جموع 
الحدود في القطر الذي يبدأ من ,تاره الواقع في الصف العلوي والعمود الایس وبالتالي 
فالجموع الجزئي > 2 يتكون من مجموع كل الحدود في المثلث العلوي الأيسرء وهو فئة 
جزئية من التشكيلة ([۵:۳0). وأيضاً ينتج الجموع الجزئي 2 بتجمیع الحدود 2+1 
الأولى في أي عمود وأخذ العامل الشترك ,ا واختصاره . وإذا تم إجراء ذلك للاعمدة 
2+1 الأولى نحصل على کل اخدود في المربع الأيسر العلوي للتشکیل . وإجمالي هذه 
الحدود ال ”(1 + ) هو: 


1 n 
ليه )ره‎ +b, ( 2 ليه‎ +... Fb, ( > a) 
دم اكلام‎ 
= 6 
| ۷۲-0 لك ۷-0 اه‎ 660 
a امد ما واه طرة‎ 
2 a,b, ا 3 جح حت وطرة‎ 
a ab, واه‎ 00 
8-1 b, A Db, 
a, Po a, a b, 
)9.1( شكل‎ 
ومن هذه الملاحظات يتضح أنه لكل م يكون:‎ 
n n 1 36 56 
> يه‎ <(Z a) ينا‎ m,) <(Z a), e, 
. وبالتالي فان ۰ مطلقة التقارب‎ 
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يقي 


ولكي نبينّ أن (5) تتحقق, نتناول الحالة الخاصة التي يكون فيها ينث . 24 
متسلسلتين غير سالبتين. وعندئذ فان البرهان السابق يوضح لنا أنه لكل « يكون: 


a 2 31 0)‏ 2 > 5 م2 
ما يؤدي إلى : 
0 >2 


n 


والآن ندرس حاصل الضرب (ٍط 2) هة ۳۵ 


k=0 k=0 
من (6) نعلم أنه يساوي مجموع الحدود ال ”(1 + «) في المربع العلوي الأيسر من شكل‎ 


0.1 وهذا ال مربع موجود داخل مثلث ما علوي آیسر مجموعه مه 2 
وهذا ل " كبير بدرجة كافية ( 2 + 28 < ص » بالتحديد) نحصل على : 


9 له )له 


وحیث ان (9) تصح لكل 20 نستنتج أن: 
1 ال كال 


ومن (8) و (10) نستنتج أن (5) تتحقق . 
ولاک‌ال الرهانء ندرس الحالة العامة التي یکون فیها ل ,26 » ,24 حدود ذات 
[شارات اختيارية . 
لقد أثبتنا اعلاه أن حدود التشکیل في شکل 9.1 تکون متسلسلة مطلقة التقارب. ولذا 
وفقاً للنظرية 9.13 یکون مجموعها هو نفسه عند أية اعادة لترتیب حدودها. وبالتالي فإن 
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الجسوع هو نفسه إذا ما رتبت وجعت الحدود في مثلثات للحصول على 2C,‏ أو إذا 
رتبت وجمعت اخدود في مربعات للحصول على (Es)‏ له 2) . ومن ثم تتحقق 
ks‏ 


المعادلة (5) ونکون بذلك قد أتممنا الرهان. 
وقبل ورود النظرية 9.14 ذكرنا أن تقارب ,لا . ,هلا ليس كافياً لضان تقارب 
مثال 9.14: 
إذا غيل من ,20 . ,22 هي المتسلسلة متعاقبة الاشارة 
ب 5 فإن حاصل ضرب كوشي للمتسلسلتين ,هلا . ,2 غير 
تقاربي . نبين أن ©) لا يمكن أن يكون لا النهاية 0 وذلك باختبار التتالية الحزئية لره): 


کک م 2k‏ 
: اب و 
Vj+1 21 - j-1‏ 1 


2k 1‏ 
بے “وت 
Vjr1 2-۱-1‏ ندز 


ونقول هنا أن كلا من الحدود 1 + 26 ني الجموع الوجود في الطرف الأيمن يكون مساوياً 


م 1 
أو أكبر من 2 ؛ لأن: 


)11( 


[2k - (j + 0 < 0: 


4 - 4k (j + 1) + (j + D7 >0, : وبالتالي‎ 
4k > (j + 1) [4k - (j + D]> ن‎ + Dk - ز‎ - 1J, أو‎ 
: ما يؤدي إلى‎ 
1 1 
7 2k 
Vj+1 ۷ 2-1-1 
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والجسوع في القارف الأمن ل (11) يساوي عل الأقل عدد الخدره مشروباً في اضر 
حد » ومن ثم فإن: 
1 
(12( >( و( + Ok‏ ديه 
وحيث إن (12) تتحقق لكل عا من ۰۸1 فان ي» لا تؤول إلى الصفرء وبالتالي وفقاً للمفترض 
1 تكون ,© غير تقاربية. 
لا تعطى النظرية 9.14 والمثال 9.14 الكلمة الأخيرة حول تقارب حاصل ضرب کوشی. 


وتوجد نظرية (برهنها ميرتنس 1571605) - لا نبرهنها هنا - تنص على أن حاصل ضرب 
كوشى للمتسلسلتين .ل . ,2 يكون تقاربياً طالما كانت احدى المتسلسلتين ,4< أو 
Sb,‏ مطلقة التقارب والأخرى تقاربية وک ذكرنا أعلاه تتحقق المعادلة (5) حینا تكون كل 
المتسلسلات الثلاث تقاربية . 


تمارين 9.8 
1- أثبت: إذا كانت ,23 تقاربية و ,2 مطلقة التقارب فان ,20 مطلقة 
2- اقش تبادلية حاصل ضرب كوشى: 
(Zo) Ja)‏ 2 له له 
3- أثبت: إذا كانت 24 تقاربية تقارباً شرطياً فإنه توجد اعادة ترتيب للمتسلسلة 
24 تتباعد (إلى *) . 
4 أثبت: إذا كانت ,28 تقاربية شرطياً فإنه يوجد إعادة ترتيب للمتسلسلة ,2:8 
تتذبذب مجاميعها الجزئية بين عددين عدّدين مسبقا سا ,,1. 


5ج آثبت أن المتسلسلة: 


و 1 
تقاربیة وان جموعها هو ر . 
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6- أثبت: إذا كانت: 


رب ° 
l082,‏ = > 
k=1 k‏ 
۳ ۲ 
فان : سح حستت: رو 
2k Ok - 1)‏ كم 
8 اثبت: اذا کان ف اقلا 
- ست: إ نت ١‏ س = سس 
6 ۳ | 
از 4 5 1 75 1 7 
لي 6 4 22 24 
2 
1 1 1 0 
ب ,+ + + = 
و 72 8 
1 يد E E‏ 
I! ©‏ 4 3 2 و 12 
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الفصل العاشر 
00 


تكامل ريمان - استيلتيس 


The Riemann - Stieltjes Integral 


1 الدوال ذات التغير المحدود 
Functions of Bounded Variation‏ 
قبل البدء بنقاش المواضيع ذات الاهتهام الأول في هذا الفصل» نأمل أن نعرّف فکرة هي 
امتداد لفكرة أصغر حد أعلى. عندما نكتب ا = (5) 100 نعني بشكل ضمني أن الفئة 5 
حدودة من أعلى. ومن الملائم في أغلب الأحيان أن نعطي جملة مشابهة في حالات عدم 
التأكد من أن 5 محدودة من أعلى» لهذا ادف نعرف العنصر الأعلى («اناتاء:منا5) لفئة غير 
خالية 5 في + : 
إذا كانت 5 محدودة من أعلى lub (S),‏ 
sup 5 =‏ 
إذا كانت 5 غير محدودة من أعلى و60 
اذن فان الحملة «© = 5 مناو» تعني ببساطة أن 5 غير محدودة من أعل» والحملة 
«ط = 5 هناة» تعنی أن 5 شا أصغر حد أعلى وهو ا. بالطريقة نفسها نعرف العنصر 
الأدنى (حسصتنو؟) لفئة غير خالية 5: 
إذا كانت 5 محدودة من أسفل glb (S),‏ 
inf S =‏ 


إذا كانت 5 غير محدودة من أسفل و 
نتذكر من الفصل السابع أن التجزيء © للفترة [0 ,2] هو متتالية عددية متزايدة ومنتهية 
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000 بحيث يكون ۸ = مد . ١‏ = × . لنفرض أن ! دالة على الفترة [ط ,2] 
وندرس المجموع : 


)0( الم - مها 2 = 900 


%0 


نود الاخذ بعين الاعتبار فئة القيم (7)1 عندما ۴ تثل كل التجزئيات على الفترة [ط ,8] . 
قد تكون فئة هذه القيم محدودة من آعل. وقد لا تكون محدودة من أعل» ونكتب العنصر 
الأعلى لفئة هذه القيم على شكل (1)© مناه للدلالة على أن العنصر الأعلى قد أخذ على كل 
التجزيئات # على الفترة [ط .8] . 
تعر يف 10.1: 

يقال أن الدالة ؛ ذات تغير (تغاير) محدود على [ط .8] بشرط أن يكون 900 ,ماه عدداً 
نهائياً . في هذه الحالة نکتب: 

Vî f = sup, (۰ 

العدد Vif‏ يسمي التغير (الكلي) للدالة ‏ (i0ا varia‏ اtota)‏ على [5 .]a,‏ 
مثال 10.1: 


أي دالة مسطردة تكون ذات تغير محدود؛ لأنه إذا كان # أي تجزيء فإن 
|f(b) - f(a)‏ = 0)©. 


مشال 10.2: 


تكون الدوال السلمية التالية ذات تغير محدود على |2 ,0]: 


0, if xsl, 0, if x#l, 
f(x) = 2 g(x) = 
1 1,1 -ع‎ 1 


¥ 


1 


لأن ۷۶1 و 2=ع 


سي 
إن أول نظرية حول هذا الموضوع هي النظرية التي تعطي شرطاً كافياً لضان أن الدالة 


ذات تغير حدود. 


260 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


نظرية 10.1: 
إذا كانت ۶ ذات مشتقة محدودة على [ط ,۵] » فان ) ذات تغير محدود على [8 ,8]. 
الرهان: 
تكون 1 قابلة للتفاضل لأي تجزيء © على الفترة الحزئية التي ترتیبها ۷ أي ل× * ,>] » 
إذن باستخدام قانون القيمة الوسطى» يوجد عدد ولا في هذه الفترة الحزئية حيث يكون: 
f)‏ ح )»)1 = ))۳ 
مستخدمين ذلك للتعويض في (1) نجد أن: 


90 = > 


k=1 


xX > (sup, fl} 2 (K~ x)‏ = اس 


= {sup,,, |”60][ (b - a). 
بما أن المتباينة السابقة صحيحة لكل تجزيء ®. فان العدد في الحانب الأيمن أكير أو يساوي‎ 
لهذا السبب فان التغير محدود.‎ . ۷ 


من الواضح أن الشرط في النظرية 10.1 ليس ضرورياً للتغير الحدود. فالدوال في المثال 
2 دوال غير قابلة للتفاضل على [2 ,0] » وإذن ليس ها مُشتقات محدودة. ولكن حت إذا 
افترضنا أن ۴ قابلة للتفاضل وها تغير حدود فان ذلك لا يؤدي إلى أن محدودة (انظر الشال 
10.5( . 


نقارن مفهوم التغير المحدود بالخواص المدروسة سابقاً للدالة» مثل أن تكون الدالة 
محدودة» ومتصلة» وقابلة للتفاضل . 
مفترض 10.1: 
إذا كانت ۶ ذات تغير محدود على [ط ,۸] ۰ فان ؟ محدودة هناك . 
الرهان : 
إذا كان × في [ط ,2] فاننا نفترض أن © تجزيء بسيط یتکون من (9» ×4 2 . 
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عندئل : ا > f(a)| + f(b) - f()|‏ - مدا = 9(% 
وهکذا: ,۰ > |(1| - امه 
ومن ذلك ۰ + fa)‏ > اوه 

لهذا السبب إذا كان ۷۳ نهائياً فإن ۴ محدودة. 


نوضح فيا بلي إن الاتصال لا يؤدي إلى التغیر الحدود. 


مثال 10.3: 


إذا كانت: 
xsin ( Z), 1] ۶ 0۰‏ 
۱ = (10 
if x=0,‏ ,0 


فإن © = ۾۷ . إن برهان ذلك يجري بتبيان أن لأي عدد 8 يوجد تجزيء 9 بحيث يكون 


8 < )© . للحصول على مثل هذا التجزيء © نختار: 


)2( 55 کل کوت کر کر x 1, Xx‏ 
وهذا يعطى عندما يكون 0< 1. 


2 1 1 
1 +0 ^ ۱ (1- 26 (1 + 2) ۱ = البح - ل 


5 

(2k + 1(‏ ۲ 
للغاية» أنه توجد حدود کافية في 8 بحیث إن الجموع الجرئي (تتبا5 اهنع۳) القابل 
لذلك يزيد عن 8. 


ما آننا نعلم أن المتسلسلة 2 تباعدية» ينتج من ذلك وباختيار 2 كبير 


إن المثال 10.3 يقودنا إلى الحدس الذي يقول بأن الدالة الق تتذیذب بدون توقف لا 
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يكون ها تغير محدود. ولكن هذه ا حالة غير صحيحة ى| سيوضح مثال مشابه للمثال 
السایو 
ی 


مثال 10.4: 


إذا كانت : 


if x#0,‏ تال 


0, if x=0, 


فان ؟ ها تغير محدود على الفترة [1 ,0] . ممكن إثبات ذلك باستخدام النظرية 10.1. 
الحسابات التالية توضح أن ۲ محدودة على [1 ,0]. 


۳۵۵ س‎ |2x sin ( 2) - مه‎ | | > 2 + 1, 


الثال التالي یوضح أن قابلية الدالة للتفاضل لا تتضمن خاصية التغير الحدود. 
مثال 10.5: 
إذا كانت : 


x sin ) =) if x#0, 

f(x) = Xx 
0, if x=0, 

فإن ٤‏ ليست ذات تغير محدود على [1 ,0] على الرغم من أن ٤‏ قابلة للتفاضل هناك (انظر 

التمرين 10.1.6). النقطة الوحيدة التي تكون فيها قابلية ۴ للتفاضل غامضة هي 0 = × 


وهناك لدینا: 
.0 = زک ( lim x sin‏ = كلد ۷ )1(0 
التساوي الأخير يُصّح ؛ لأن | > ZF‏ امنوع|. 
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تمارين 10.1 
في التمارين من 1 إلى 6 أوجد التغير الكلي ۷۲ للدالة العطاة على الفترة المذكورة. 
f(x) = xsinx -1‏ على ]0.3[ . 


2 2-3 د( على [1,2-]. 


۳ tan x, if 0> > 7, -3 
0 على‎ )0( = 5 
0, if ا‎ 
1 ۹ 2 
sin ( 2) if x»#0, 4 
.]0. 1[ على‎ 0 = 
0 if x=0, 


5 إذا كانت (۸) متتالية عددية غير منتهية وكانت : 


1 


a if X= + 1( 5 
.]0,1[ على‎ 100 = 
0, عدا ذلك‎ 
| sin ( J), if x#0 -6 
]0.1[ على‎ ۴)×( = xX 
0 if x=0 


ا وف 1 ۳ ETS‏ 
إرشاد: خد *n-k 7 AFT‏ وناقش بالطريقء نفسها في مثال 10.3). 


7 بين أن أي دالة سلمية (م80ء5دة مع:5) هي ذات تغير محدود على زطيه]. 

8- برهن أنه إذا كانت كل من ٠۴‏ ع ذات تغير محدود على [ط .2] . فان ع + ۴ ذات 
تغير حدود على [ط ,8]. 

9 إذا كانت ؛ ذات تغير محسدود على [ط ,ه] ر (×)ع = 10 لكل × حيث >+ »× 


وعندما تكون [9 ,] © » برهن أن ع ذات تغير محدود على [0 ,ه]. 
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The total variation Function دالة التغير الكل‎ 2 


لنفرض أن ؛ ذات تغير محدود على [0 ,8] » 9 > × > 2 . من السهل أن نوضح أن ؟ 
ذات تغير محدود على الفترة الجزئية [× ,ة] ؛ لأن أي تجزيء 2 من الفترة الجزئية [5,ة] 
یکن تمديده إلى تجريء +72 على )0 +8] 3 وذلك بإضافة النقطة 6 - بیط . من الواضح 


آن : ۰ > )9۳ > )9 
من ذلك يمكن تعریف دالة التغیر الكلي ,۲ كالآتي: 
)1( ۲ = (×)۷ عندما یکون 9 > ۶ > ۵. 
نظرية مساعدة 10.1 : 
إذا كانت ] ذات تغير محدود على [ط ,ة] ‏ فان ,۷ دالة غير تناقصية هناك . 
اليرهان : 
البرهان هنا مماثل للبرهان في الفقرة السابقة ما عدا ابدال ط بالمتغيرلا. إذا كان 
Sb‏ ۷ > ۲ > ۵ فان أي تجزيء 7 على x]‏ ,2] یقابله تجزيء *9 على [۱ ,2] يحقق: 
۳0۰ > )9۳ 


إذن فان العنصر الاعلی لكل هذه ال )2 لا يمكن أن يتعدى العنصر الأعلى للتجزیتات 


© ۰ ومن ذلك فان ۷۶۶ > إ۷ . لهذا السبب فان (م7 > (,۲ والذي ين أن 
۷ دالة غير تناقصية على الفترة [8 ,3]. 


نظرية مساعدة 10.2: 

إذا كانت ۴ ذات تغير محدود على [9 ,8] » فان ۶ - ,۷ دالة غير تناقصية هناك . 
الرهان: 

إذا كانت 9 > ۷ > ۲ > 8 فإننا نستطيع توضيح أن : 
F0}. 0)‏ = 10 قح زوم 1۷۳۲ - fy)‏ -۲ ۷۱ 
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وهذا يكفي لإثبات التأكيد المطلوب؛ لأنه من الواضح أن الطرف الأيمن غير سالب (الحد 
المطروح )45 - ()1] هو بالضبط 900 عندما يكون © التجزيء التافه (لهااعا) 
(ز ,×)) . اذن فالمسألة الآن هي برهنة أن: 


۱۷ ۷۲ < Vif 
أو‎ 
۷۱۲ < Vf + ۰ 3) 
نتحقق من التباينة (3) کالا‎ 
[لا ,*] على التوالي. فان ,9 لا ر۶ هو تجزيء‎ ٤ ]4, ×[ إذا كان ,2 ,9 تجزيئين للفترتين‎ 
للفترة [ر,ة] » و‎ 


9) + 9,0 = م2‎ tep =f xl + الى - ( 7 + ب2‎ 


ا 1 = 
۳0 وا 2 


۰ )9 نا ,©) = 

إذن من غير المحتمل أن يكون 9 صن + 2,)9 نو أكبر من (9 لا ,©) صناة. 

هذا السبب فان ۷ > ۷,۶ +۷۸ ونستنتج أن: 

۷,( - f(x) > ۷( - f(y), 

وبذلك يتم البرهان . 
نظرية 10.2: 

الدالة ؛ ذات تغير محدود عندما وفقط عندما يكون هناك دالتين غير تناقصيتين ع »4 ط 
بحيث يكرن 8 - ع = 8 
الرهان: 


لنفرض أن 1 - ع = ٤‏ حيث تكون ع و دالتين مطردتین. حيث إن کلا من ۾ وط 
ذات تغير حدود فان دالة الفرق بينها هي أيضاً ذات تغير حدود (انظر تمرين 10.2.5 . 
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العکس : إذا كانت 4 ذات تغير محدود فان النظرية المساعدة 10.1 والنظرية المساعدة 10.2 
تبينان أن ,۷ و٤‏ - ,۷ دالتين غير تناقصيتين» ومن الواضح أن 8 -,) ۷ = 1. 


تمارين 10.2 


1- برهن أنه إذا كانت ؟ دالة مطردة على [ط .2] ۰ فان 


الم - | = وم لكل + في [6.ه]. 


2 إذا أعطيت الدالة: 


-1 >> ۲ > 0, 
0 > ۶ > 1 


1 > ۲ > 2+ 


آوجد (۷ لكل × في [2 ,1-] 


3- إذا اعطیت الدالة: 


أوجد (۷ ل [0.2]. 


if 
if 
if 


۲ + 1 
f(x) = xX 
1 =x, 
0 
f(x) = 7 1 
| 


4 إذا أعطيت الدالة × مزه = (×) على [27 .0]. أوجد (×)۷ في [*2 .0]. 


5- برهن أنه إذا كانت كل من ؟ وع دالة ذات تغير محدود على [ط ,ة] . فإن 80 آیضا 


دالة ذات تغير محددة على [ط ,2]. 


6- برهن أنه إذا كانت 1 دالة ذات تغير محدود على [0 .۸] » فان ۴ تكون قابلة للتكامل 


الريماني هناك . 
(ارشاد: انظر النظرية 7.8). 
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7- برهن عكس التباينة (3) أي أنه إذا كان طا > « > ۷ > ۸ . وغ دالة ذات تغير 
محدود على [4.5] . فان إلا + إلا > إلا ؛ وبذلك يكون ۷۶ + ۷۴ = ۷۴ , 


8- برهن أنه إذا كانت ] ذات تخر محدود على [2.5] و۴ متصلة عند العدد ان 
[۲ :]۰ فان ۷ أيضاً متصلة عند 1. 


3 تكاملات ومجاميع ریان - استیلتیس 


Riemann - Stieltjes Sums and integrals 


لنفرض أن ى ع دالتان معرفتان على الفترة [ط ,ة] . وأن ,له ) ۵ تجزيء 
للفترة [ط ,ة] وأن ملس متتالية (منتهية) بحيث يكون كل س موجودة في الفترة 


الجزئية التي ترتيبها »! والتی تحدد بواسطة #؛ أي أن × >> يمر > )× . عندئل: 
n‏ 


2 1) ) 8%) 


يسمى بمجموع إستيلتيس للدالة ] بالنسبة للدالة ج. 
تعريف 10.2: 
تكون الدالة ؟ قابلة لتكامل ريمان ‏ إستيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترة [ط ,ة] بشرط 
وجود عدد ل حيث إذا كان 0 < ع فإنه يوجد عدد موجب 8 حيث يكون: 
۱۵ يزدي إلى > |((ع) - )ع( نيس 2 - | 
بغض النظر عن اختیار يلا في ٩۶,‏ ر×]۔ 
في هذه الحالة یسمی العدد ل بتکامل ريمان (ستیلیس" للدالة ۴ بالنسبة للدالة بو ول يرمز 
b‏ مر ر 
له بالرمز ول ؟ 1 . وتسمى ؟ بالدالة المكامّلة (0ههعءاهة) و ع بالدالة المكامل بها 
(integrator)‏ . 
(*) ریان (جورج فربدريك برنبارد) (1866-1826) عالم ریاضیات ألاني بارز في مجال التحليل وافندسة. 
إستيلتيس (توماس یوحنا) (1894-1856) عالم ریاضیات هولندي . (ملاحظة الترجم). 
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ملاحظة: الحالة الق تكون فيها الدالة ع هي الدالة المحايدة (أي أن × = (*)ع) فان 
مجموع إستيلتيس يكون بالضبط مجموع ريمان للدالة ؟» وبذلك تكون نتيجة النهاية التكامل 
bh‏ 
الريماني ؟ 0 


هكذا نكون قد تناولنا مفهوماً يشتمل على التكامل الريماني كحالة خاصة. 
مثال 10.6: 


لنفرض أن ؛ دالة متصلة على [2.5] وأن ع معطاة كالآتي: 


0, if aSxsStL, 
8)) = 


p. if ۱ Sb. 


لأي تجزيء ۰:۸ تكون نقطة الانفصال 1 اما في فترة جزئية واحدة أو في فترتين جزئیتین: إما 
بجأ > Û‏ > رون أو بل < ] والذي يعطي [“ ,متا و اببی*<»] كفترتين جزئبتين 
مقابلين ل 7. كل الحدود في مجموع استيلتيس والتي لا تحتوي هذه الفترات الحرئية تعتم 
مرا وهكذا في الحالة الأولى ختصر المجموع إلى ۶ ,80 وني الحالة الشانية يكون 
الجموع : 


f(y). O + f(y, JP > f (a) P- (1)‏ 
كلما كان 0 «- || فإن کلا من ا٤‏ ,رس يقترب من + ذن فاتصال (استمرارية) 1 
تؤدي إلى أن نباية مجموعة استيلتيس موجودة وتساوي ‏ (460 . لهذا السبب فإن: 
b‏ 
f(t) p‏ = یل f‏ / 
ليس من الصعب أن نرى إمكانية أن يشمل المثال السابق الحالة التى تكون فيها ع دالة 
سلمية بعدد نهائى من القفزات عند نقاط مختلفة كا ل ) أعلاه. 


تربط النظرية التالية بين تكامل ريمان ‏ استلتيس وتكامل ريمان والمفترح باستعمال رموز 
التفاضل 08: 
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نظرية 10.3: 
إذا كانت ۴ء ع دالتين حيث ۴ قابلة للتكامل الريماني. 'ع متصلة على [ط ,۵] ۰ فان ] قابلة 
لتكامل ريمان - استيلتيس بالنسبة للدالة بم و 
بج rue= f‏ | 
حيث يدل الطرف الأيمن على التكامل الرياني خاصل الضرب . 
الرهان: 
لاي تجزيء ۰ م قابلة للتفاضل على أي فترة جزئية؛ وطذا فإنه باستخدام قانون القيمة 


الوسطی يوجد عدد ن في ,دا بقل 
)8 = لاق = ری 0 ۵) 8 


وهو ما يعطي : 


n 
۳۹ 


2 لي - )2{ لد‎ “ê 


(u) 8(J (% = لي‎ 


9 
k= 


x) (0)‏ - يه لین یا )( 1 
x)‏ = [اليس)تع - (u) (2e)‏ نك + 


یکون الجموع الأول في الطرف الأيمن (2) الجموع الريماني حاصل الضرب یا والذي لا 

بد أن یکون قابلاً للتکامل الريماني؛ لان كلا من ۶ “ع قابلة للتكامل الرياني. إذن عندما 

يؤول !۱ إلى الصفر یقترب هذا الجموع من التکامل الرياني يا "أ . إذن نستطیع 

تكملة برهاننا بتوضیح آن الجموع الثاني في (2) یقترب من النهاية صفر عندما || يؤول 

إلى الصفر. لتحقیق هذا الهدف نشير إلى الاتصال النتظم للدالة 'ع (نظرية 5.5). إذا كان 

0 < ع فإننا نختار 0 < 8 بحيث 8 > له - س| يؤدي إلى: 
e‏ 


(b - a) lub {|f()|} 


< الع - و)ع 
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من المکن أن نفترض أن 0= (|(60/) دا ؛ لأنه في الحالة التى تكون فيها ؛ مطابقة 
للصفر فان التأكيد يكون تافهاً. الآن 8 > !۱9 يؤدي إلى أن لكل يكون 
8 > ای | وببذا يكون المجموع الثاني في (2) أصغر من أو مساوياً ل: 


2 J| 58 2 ا)2‎ (%7 xX) 


n 
3 


x [fu 2 
< ۶ {| ( |} (b - a) lub )۱20(۱( نت‎ 


(%7 × 


لهذا السبب فإنه عندما يؤول |۱/9۱ إلى الصفر يقترب مجموع استيلتيس إلى العماية اة ”أ . 


يشار في النظرية التالية إلى الفترة الأساسية [9 [a,‏ ضا ولكن ستظل هي نفسها 
لاحقاً. إن براهين الأجزاء التعددة من النظرية تعتمد على مناقشة مباشرة مبنية على مجموع 
استیلت 


نظر ية 10.4 : 

إذا كانت كل من ,٤ء‏ إا قابلة لتكامل ران - استبلتیس بالنسبة إلى کل من ,8+ ,8 
وكان م عدداً حقيقياً فان کلا من التكاملات في الطرف الأيسر للمعادلات التالية موجودة 
وقيمتها معطاة ب 
(f + Dae, = f f ug, + f f de. -‏ 
یس مه f‏ ل + f dg,‏ ل = ليع + tae,‏ 
f dB, a‏ ا م = (pf) dg,‏ 1 


۵ - 8 و - f ape)‏ ل 
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الرهان : 

هذا الیرهان ترك کتمرینات 10.3.1007 . 

تعودنا ف العمل مع التعايل الریاني اعتبار أن الدالة السلّمية دالة سهلة التكامل» وعل 
الرغم من أن الدالة السلّمية تعطينا مثالاً سهلاً لتكامل ريمان ‏ استيلتيس ولكن الحذر يجب 
أن يؤخدى لأن بعضص الدوال السهلة غير قابلة للتكامل . 
مثال 10.7: 


إذا كانت : 


1, if 1>» > 2, 


0, if O<x<1, 
10 = g(x) = 


فان ۶ غير قابلة لتكامل ريمان ‏ استيلتيس بالنسبة للدالة ع على [2 ,0] ؛ وذلك لأنه إذا كان 
7 تجزيئاً للفترة [2 .0] يحتوي على 1 وله معيار (00700) صغيرء لنفرض أن با > ری 
فان 21 (_ى«)ع - (,*)ع ونستطيع أن نختار إما 1 = س وإما 1 < يس . إذا كان 


1 = رس فسنحصل على: 
0= زا بر( یات g(x,‏ = لينم fu)‏ مش 
وإذا كان 1 < بر فستحصل على : 1 = 1.1 = ا 000 2Z‏ 


بما أن || يمكن أن يكون صغيراً جدأ فهذا ين أن مجموع استيلتيس لا يقترب من نهاية 
ما كلما اقترب ||8/| نحو الصفر. 

يوضح هذا المثال نتيجة عامة وهي : إذا كانت للدالة اُكَامِلة وللدالة الْكامَل بها نقطة 
انفصال مشتركة فان التكامل غير موجود. وهذا مضمون النظرية التالية . 


نظرية 10.5: 


إذا كانت كل من ؟ ع منفصلة عند النقطة » في نطاقهیا [ط .3] » فإن ؟ غير قابلة لتكامل 
ريمان - استيلتيس بالنسبة للدالة ع على [9 ,8]. 
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الرهان: 


ندرس حالتين. الأولى: نفرض أن (×)ع .هذا غير موجود. ومعنى ذلك أنه توجد 
0 < ,> بحيث أنه لاي 0 < 8 نستطيع أن نختار عددين هما لم “< بلا ف [a, b]‏ 
يحققان : 


بو >> © رواک 85> روا XxX‏ و م < ال 0 - 0086 
7-1 0-1 5 


8 


الآن لنفرض b] e‏ .] و5 > ||7]| حيث الفترة الجزئية التي ترتيبها 
0 تكون لم" > و 


إن انفصال الدالة ؛ عند © يؤدي إلى وجود 0 < ,8 ور يد في [ى< 24 رت حيث 

يكون: 
e,‏ > اليس = ليسا 

إذا اخترنا م = يسم لأي " ۶ فان مجموعي استيلتيس يختلفان فيا بين) على الأقل بالمقدار 
Ê‏ 5 2 31م بوذا هذا ول ا عبر اسولين ل یقتربان إلى نهاية ما كلما 
اترب |١|‏ إلى الصفر . 

الآن ندرس الحالة الي يكون فيها lim. 8(x)‏ موجوداً ولكن غير مساو g(c)‏ 3 لنقل ار 

.0 و لمع lim,‏ - 80| 

لأي 0 < 5 معطاة نختار تجزيء © للفترة [ط ,ة] حيث 8> ||| و 6< يى* و: 


کر < هه - یا او حي < اع - هوا 


بدي انفصال إلى وجود 0 < بع حيث ام ,-ى*] أو »,مت يحتوي على 
نقطتين س "مر بحيث يكون بع < (؟ - ('سر)ة . وهذا كما سبق يعطينا اثنين من 
جاميع استيلتيس للتجزيء © ويختلفان على الأقل بالمقدار 2 . وبذلك فإن هذين 
المجموعين لا يقتربان من خباية ما عندما يؤول ||9| 


هذا العمل يعتمد على التعريف القائل بأن التجزيء يتطلب افتراضاً ضمنياً وهو أن 
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6 
> ۾ . لكى ندرس التكامل مثل 508 | عندما يكون 8 > ۸ نتبنی الفكرة المألوفة 
والمستعملة في التكامل الريماني والتي تقول إن: 


5 3 
f dg. 6‏ اڳ - دهن 7 
في الفقرة التالية نبرهن نظرية حول تكامل ريمان ‏ اسيتيلتيس» وهي نظير النظرية 7.3. 


نظرية 10.6: 

إذا كانت قابلة لتكامل ريمان ‏ استيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترات [9 ,2] 
و [0,۵] و[ به] » فإن: 

€ b 8 

۲ یه‎ - [ ۹+ f fdg. (4) 
الرهان:‎ 

باستخدام الصيغة (3) يكفي أن نيرهن أن (4) صحيحة بالفرض » > 9 > ۵ (انظر 
التمرين 10.3.12). إذا أعطيت 0 < ه , نختار 0 < 8 حيث إنه إذا كان © تجزیاً لاحدی 


الفترات [0,] ۰ 0 ,ط] أو [ء ,ة] ويحقق 8 > |۱۳ . عندئذ أي اختيار لس تجعل كل 
مجموع من مجاميع استيلتيس لا يختلف عن التكامل الناظر له إلا في حدود ج أي: 


5 + >اهة- ا 


‡ ار | 
عندما یکول 8 > |۱9 . (معنی الاتتتصار في (© واضح) ؛ با ان » > > ۸ فالمجموع 
+ ر اتليس 2 للفتزة [0 ,2] . وبذلك يكون في إمكاننا كتابة الآتي: 


للك رک ۳ 0 3 0 4 ۳0 
| 2- ۰۱ 


=8. (6) 


3 
و 3 
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وضحنا آن : [ + 1 ارا أصغر من أي عدد موجب. ولهذا السبب فلا بد 
أن يساوي الصفر (القيمة الطلقة تضمن أن ذلك > . إذن فان : 


e 


لاحظ أن النظرية 10.6 تفرض وجوب أن التكاملات الشلائة موجودة وتستنتج أن (4) 
تصح . في حالة التكامل الريماني فإن النظرية القابلة هذه النظرية هي (نظرية 7.3)» وكان 
كافياً فرض وجود التكاملين. 


0 ۰ b 
ا + إذ إن ذلك يؤدي إلى وجود التكامل "أ . إن هذا التضمين غير صحيح في‎ »[ 
: حالة تكامل ریان - استیلتیس كا سنری في المثال التالي‎ 


مثال 10.8: 
لنفرض أن : 


0, if 0 > 1 0, if >> 1 
رمع = اقفن‎ = 


l, if 1 >< > 2: 1, if 1 > ۷ > 2 


2 1 

فان 0>-عل) 1 » لأن ] دالة صفرية على [0,1] و0 = عل ] ل لأن ع دالة ثابتة 
على [1.2]. ولكن ۶ ع دالتان منفصلتان عند 1؛ هذا السبب وباستعمال النظرية ۰10.5 فان 
dg‏ | ۳ غير موجود. 
تمارين 103 

في التمارين من 1 إلى 6 احسب تكامل ريمان ‏ استيلتيس . 
1- لاه ۳ عندما [ [×] تعني دالة أكبر عدد صحيح صحيح . 

ی 31 1 

1 Cd) -3 1 xd (cos x») 2 
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۳ ۷ ۶ + 2 4۱[( -4 


5- :۵ | عندما تکون ؟ متصلة و 


6 108 1 عندما تکون ۶ متصلة و 
if x=bE (a.c)‏ ,0 
= )ع 
عدا ذلك ,0 


7- برهن الجزء ( أ) من النظرية 10.4. ۱ 
8- برهن الجرء (ب) من النظرية 10.4. ١‏ 
۱ 


9- برهن الجزء (ج) من النظرية 10.4. 
 - 0‏ برهن الجزء (د) من النظرية 10.4. 
1( لنفرض أن ؛ دالة متصلة على [" ,2] وآن ع دالة سلميّء بحیث بکون 


o‏ = ()۵ إذا كان يه > > ,یه وعندما: 


برهن أن: 
13 


b 
ديه إل‎ > 1) e, >o) كاه‎ - 8®] 


k= 


مي خیم موس جومم E E‏ وود 
تھ 
| 
تھے 
۸ 
لگ 
۸ 
۸ 
0 
1 
ار 


ليه - f(b) [g(b)‏ + 
(قارن ذلك بالتمرينين 10.3.5 و 10.3.6). 


2- برهن النظرية 10.6 في حالة ١‏ > >2 . (استعمل المعادلة (3) واحالة 
© > ا > ج في برهان النظرية 10.6). 


3 - في الثال 10.8 وضح أن یه 1 ۳ غير موجود وذلك بالمناقشة المباشرة من خلال 
التعریف كما في الثال 10.7 . 
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Integration by Parts التكامل بالتحزیء‎ 4 


دس سسس 
محتوى هذا البند القصير هو تعريف تكامل ريمان ‏ استيلتيس بالتجزيء (تمرين 7.6.8). 


نظرية 10.7: (التكامل بالتجزيء). 
إذا كانت ؟ قابلة لتكامل ريمان استيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترة [0 .۵] ۰ فان ج قابلة 
للتكامل بالنسبة للدالة ؛ على الفترة [ط .4] و 


۱ 0 
00 لمع fa)‏ = رطع Ko)‏ ۳ 
الرهان: 
أي مجموع إستيلتيس للدالة ع بالنسبة للدالة ؛ يمكن أن يُفك فتعاد كتابته بالطريقة 
التالية : 


2 يسع‎ {E = f)... 


21 
)لع - زيم لسع + e (e) (0%) - f(a}‏ = 
f(x}‏ ب 110 (يس)ع + .+ 


Il 


(u, )}‏ - (يب)ع) f(x)‏ - رسع f(a)‏ - 
ليمع f(b)‏ + ره ليك ات 
f(b) g(b).‏ + لسع - f(a) g(a) - 2 I(x) {Bl‏ - = 
هنا أدخلنا ه = رم وط = ,ريم في السطر الأخير. إن الجموع في السطر الأخير هو 
مجموع استيلتيس للدالة 1 بالنسبة للدالة ۾ على التجزيء e‏ مع العلم بأن × 
تنتمي للفترة الحزئية [ر ا٤‏ يس] . 


b 
تؤكد هذه المعادلة بأنه إذا كان مجموع استيلتيس للتكامل 506 أ يتقارب كلما يؤول‎ 
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5 اه 
ال۶١‏ إلى الصفر. فان مجموع إستيلتيس للتكامل :0 ع أ يتقارب أيضاً وترتبط قيم 
النهاية لذين المجموعين بالمعادلة (1). 
مثال 10.9: 


آحسب ) xd‏ ۳ . مان الدالة |« دالة مكامل بها غير ملائمة على الفترة التي 
تحتوي على الصفر نستخدم التکامل بالتجزيء لکتابة : 


J عافد‎ sek, f lae. 3 


باستخدام النظرية 10.3 فإِنّ الطرف الأيمن من (2) يساوي تکامل ريمان || ۳ 
الذي قيمته ج . باستخدام هذه القيمة في (2) نحصل على 


|دھ 


x d(lx|) = 4 - (=1) - 3 =‏ ا 


ما | نھ 


5 قابلية الدوال التصلة للتکامل 


Integrability of Continuous Functions 


الخلاصة النهائية في هذا الباب هي النظرية الرئيسية لوجود تكامل ريمان ‏ إستيلتي 
مثل هذه النظرية والتي تضمن وجود التكامل لصنف كبير من الدوال التکررق والتي تواجهنا 
في كشير من الاحیان. هي جزء من الدراسة النظرية لأي نوع من التكامل. فعلى سبيل 
المثالء نتذكر أنه في حالة التكامل الريماني (نظرية 7.7) والتي تم برهانهاء أن أي دالة متصلة 
قابلة للتكامل الريماني. في حالة تكامل ريمان ‏ استيلتيس لا بد من إضافة فروض أخرى 
حول الدالة المكاملة والدالة المكامل بها. 


نظرية 10.8: 
إذا كانت إحدى الدالتين ؛ أو ع دالة متصلة والأخرى ذات تغير محدود على [0 .۰1۸ فان 
كل واحدة منهما قابلة لتكامل ريمان ‏ استيلتيس بالتسبة للأخرى على [" .4]. 
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الرهان: 

استناداً للنظرية 10.7 وبحاً عن التحديد نفترض أن ] دالة متصلة وأن ع دالة ذات تغير 
محدود. 

وباستخدام النظرية 10.2(« نعرف و8 - ,8 ۶ 8 حيث ۰8۱ وك دالتين غسير 
تناقصيتين. إذا برهنا أن f dg,‏ ۳[ موجود لأي دالة غير تناقصية ,ع فان بع1 ۳ 


موجود أنفنا. هذا يؤدي إلى وجود (به - ,402 1 / والذي بدوره يؤدي إلى وجود 
dg‏ 1 ۷ . لتسهيل الرموز سنکتب ع بدلا من ,8. 


3 
لاي تجزيء ر (,*) = # » نفرض أن ,1 يدل على الفترة الجزئية ذات الترتیب ‏ أي 
٤×‏ ×] = را حيث لقيم : 


k= 1,2...‏ ونعرف ث1 وM‏ كالآتي: 
للع ع :(0:) ماع =" و }1 € lub {f(x): x‏ = 


نعرّف أيضاً الجموع العلوي ,5 والجموع السفلي رك کالاق : 


ره 5 )8{ M,‏ 2 < ر5 


ليان 3 ليع mM,‏ 2 و5 


إذا كان يس في ,1 فان ,۷۸ > (,۳)؟ > ,۳ . ومن ذلك واضح أن 


BK} > Sy:‏ - 2%{ (لين)؟ بش > ره 
إذا كان »۳ تجزيئين للفترة [2.0] فان © لا ۳ یکون تدقيقاً (امعمعمقعم) 
لكليهما. من السهل التحقق من أن تدقيق التجزيء يزيد من مجاميعه السٌفلية ويُنتقص 
مجامیعه العلوية (تمرين 10.5.4). من ذلك بنج أن و ک و٩‏ > عو ودک رک . إذن 
أي مجموع سفلي أصغر من أو يساوي أي مجموع علوي . من ذلك ينتج أن أصغر حد 
علوي لفئة المجاميع السفلية لا يمكن أن يزيد عن أكبر حد سفلي لفئة المجاميع العلوية: 


ل = (يرة) طاع > (ره) رف = ل 
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منتدى افريقيا سات 


نستطيع أن نبرهن على أن ديه ال وذلك بتوضيح أن لأي عدد موجب © يوجد 
عدد موجب 8 حيث إن 8 > ||| يؤدي إلى e‏ > اه - رگا . وبا آن أي جموع 
استیلتیس ذلك باستعال 9 یکون في [ج5 » مدا وأیضا في او » م5 . ينتج من ذلك 
أن أي مجموع استیلتیس لا بد أن يكون قريباً في حدود ع من [. إذن وصلنا إلى التأكيد بان 
مجموع استيلتيس يتقارب نحو [ عندما يؤول |||| إلى الصفر. لاختبار 5 نعتمد مرة أخرى 
على الاتصال المنتظم للدالة 5 نختار 0 < 8 حيث إن لكل × ولا في [0 ,ه]: 


سس 
و | دا 
س 


5> |ر- ×| يؤدي إلى < 0 K0‏ 
[هع - [g(b)‏ 


(لاحظ أننا نشترط أن (ه)ع ۶ (6)ع » وإلا تكون الدالة ع ثابتة مما مجصل الاستنتاج تافهاً 
امن . إذا كان 8 > ||| و ۲۱:2۰:۰۵ فإن: 


3 
g(b) - (2)ع‎ 


إذن 8 > | يتضمن أن: 
Sg = sy = (My -‏ 


فك ۱ .۲ 


gb) - g(a) 5> 


تماربن 10.5 


7۱ x d(x - ][( احسب‎ -1 
2/3 
۰ 3 Xx d{sin 1) احسب‎ 2 
2 2 
رل‎ ۶ d)|×|( احسب‎ -3 
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4 مستخدماً الرموز كا في برهان النظرية 10.8 برهن أنه إذا كان "9 تدقيقاً للتجزيء 
© فإن: 


و > بوذ ° رک ره 


b 
لفرض أن عل ل موجود وآن * دالة متصلة على الفترة [ط .]۰ ونبدل ع بدالة‎ 5 
. )8,5( مكامل بها أخرى طء حيث ع = (×)ط إذا كان ء # »× لعدد » في‎ 


برهن أن: 
b‏ 5 
tan= f fag‏ ل 
6- لتكن 
وإذا كان × عدداً قياسياً ,1 
۲ = )ب 
إذا کان × عدداً غير قياسى ,0 


1 5 
ما هي الدالة انکامل ہا ع حتی یکون علب 1 موجودا؟ 


7 قارن بين فصل (01255) الدوال القابلة للتكامل الريماني وصف الدوال ذات التغير 
الحدود. أي برهن صحة أو عدم صحة كل من التأكيدات الآتية: إذا كانت ] قابلة 
للتكامل الريماني على الفترة [ط ,8] فان ۴ ها تغير محدود على [ط ,۵] ؛ إذا كانت ؟ 
ذات تغير محدود على [ ,8] فان ؟ قابلة للتكامل الريمانٍ على [ط ,8]. 
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الفصل الحادى عشر 


1 


متتالیات الدوال 


Pointwise Convergence التقار 5 النقطى‎ 1 


ف الأبواب السابقة استخدم الصطلح متتالية (sequence)‏ أساساً ليعني «متتالية الأعداد» 
أو التتالية العددية. وقابلنا متتالية الفترات في نظرية الفترات المحداخلة» غير أن ذلك كان 
الوضع الوحيد التى أخذنا فيه في الاعتبار متتالية لأشياء لم تكن عناصراً في ۸ا . 

ونقدم الآن مفهوم متتالية الدوال. نفرض أن 1 فئة جزئية غير خالية من 1. ولكل ١‏ في 
۸ ناخذ ,۴ دالة في © إلى ؛ أي أن نطاق كل من ,؟ هو 2 ومداها هو » عندئذ 
تقول : إن (,5) هی متتالية دوال (function sequence)‏ . 

والشرط بأن كل دالة من ,؟ يجب أن يكون لها النطاق نفسه هو شرط أقوى بعض الشيء 
ما نحتاجه. غير أنه يجب أن يكون لدينا بعض النقط التي تكون فيها كل الدوال في (,؟) 
معرّفة. وفئة كل هذه النقط هي تقاطع النطق: ,4 00 [ ]. ويمكن أن نسمي 

١ ۳‏ 
هذه الفتة © ونتجاهل ببساطة تلك الاجزاء من النطق التي ليست في ۰ إلا أنه یظل من 
الضروري أن نعلم أن 2 ليست خالية ولذا مؤقتاً سنشترط أن © غير خالية, وان ٤,‏ معرفة 
في 2. 
تعريف 11.1: 
تكون متتالية الدوال (,1) تقاربية نقطياً على © إذا كانت التتالية العدهية ریم [ 6,60 
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تقاربية لكل × من 0. وعندما تكون (,؟) تقاربية نقطياً على © فان فئة قيم الهایات تعرّف 
الدالة ۴ کا يل: 


لكل F() = lim, f) © x6D‏ 
وبذلك فان نطاق ۴ هو أيضاً 0 وتسمى ۴ بدالة النهاية للمتتالية (,؛). وهذه الحالة 
توصك :نضا بالعبارة «(,1) تتقارب نقطياً إلى ۴ في » ويرمز ها بالرمز (۴ ج ,؟ على طم. 


مثال 11.1: 


نفرض أن : 


= +2( عل ء 
عندئذ لکل × من + یکون: 
lim, (3x + =‏ 


مثال 11.2 ۱ 
نفرض أن : ۰ > f) =x‏ 
عندثذ فان : 1 0۶ , 0= ,نا 


و 1=( لكل 1. 


0 , 0> > بل‎ 
F(x) = 


ويمكن أن نورد تعريف التقارب النقطي بشكل دقيق بالمصطلحات الأساسية كا بي : 
٤, + ۴‏ على 1 بشرط أنه لكل × في 1 وکل عدد موجب ‏ يوجد عدد ۱۲ بحيث ان 
n‏ شر ب مو جب بو 5 پس ۾ 
,۱۷ <م تزدي إلى ۰ > |۴0 - (م ۶ . 0 
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ويمكن توضيح مفهوم تقارب متتالية الدوال بيانياً برسم منحنيات الدوال على مجموعة 
مشتركة من المحاور الاحدائیت وقد قمنا بذلك في الشكل 11.1 للمتتالية ("*) الواردة في 
الخال 11.2. لكل ( ,0] © × تعطي المتالية العددية ,, ((,8) الاحداثيات الرأسية 
للمتتالية المتناقصة من النقط التي تؤول إلى الحور × وهو منحني ۴ في (1 ,0]. ولكل ١‏ يكون 

1 > (۱,؟ ومن ثم فكل المنحنيات تحتوي النقطة (1,1) و1 - (۴)1. 

وبالطبع فإن هذا الخال قد اختير لأن الدوال تسلك سلوكاً معتاداً للغاية وبالتالي يسهل 
رسمها. وتوجد حالات يكون فيها وصف متتالية الدوال برسم منحنيات ؟ أسهل من اعطاء 
علاقاتها. ويمثل الشكل 11.2 مثالا على ذلك (أنظر تمرين 11.2.6). 


شكل (11.1) 


(n. D 


شکل (11.2) 


n 


0 2m 
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مثال 11.3: 


إذا كانت ,5 هي الدالة البین منحناها في شكل 11.2 فان © د على [2 ,0] حيث 
(«)© تساوي الصفر بالتطابق؛ لأنه إذا كان 0 < ×. 


2 20.6 
فإن -- <م يؤدي إلى أن - <× 
ولذافإن 0= (۴)۸. 


وحيث أن 0 = (۴)0 لکل « نرى أن 0 = (, :ا لكل × من [0,2]. 
2 التقارب النتظم 


يتضح من الشکلین ۰11.2 11.1 أنه لکل ‏ توجد نقط × في النطاق حيث 

ل > ارم - ۴.00| . وبالطبع إذا تم الاحتفاظ ب × هذه ثابتة في حين * مه 
فان هذا الفرق يصبح صغيرا بأية درجة اختيارية لقیم ‏ الكبيرة كبرا كافيا. غير أنه ستوجد 
دائياً نقط أخرى في النطاق. حيث یکون ل < |(50 - (9,؟| . ويمكن وصف هذه 
الظاهرة بالقول: بأن ((,1) تتقارب بمعدلات تلفة لقيم × المختلفة. وقد يكون من 
الأنسب إذا كانت ((6,؟) تتقارب بمعدل منتظم داخل النطاق. 


تعريف 11.2: 


إن متتالية الدوال [,؟) تقاربية بانتظام (دعمء مه جاهده‌انس) على ظ إلى الدالة ۴ 
بشرط أنه إذا كان 0 < + فإنه يوجد العدد ۸ بحيث إنه لكل من × في 2: 


)2( 8 <م يؤدي إلى <e‏ |0" - 1 


وهذه الجملة تشبه كثيراً (1) الذي يعطي التعريف بواسطة ابسیلون () للتقارب النقطي . 
والفرق الجوهري الوحيد هو وضع العبارة «لكل من × في 2). 
(الكلمة لكل × تغيرت: إلى (لكل من ) للتأكيد. على أن الأمر یکمن - فقط - في مكان 
العبارة في تركيب التعريف مما يغير من تأثيرها). ففي تعريف التقارب النقطي وضعت هذه 
العبارة قبل ضان وجود N,‏ وبذلك فالعدد N,‏ یعتمد على × وکذلك على ع على السوای 
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وهذا هو سيب كتابة N,‏ بالدليل التحتى ا ولكن تعريف التقارب المنتظم يؤكد على وجود 
أ قبل أي ذكر للعدد × وبذلك فان ۷ يجب أن يكون كبيراً بدرجة كافية لضان التضمين 
المعرّف (2) دون أن يعتمد ذلك على النقطة في © حيث تحسب قيمة الدالة عندها. 


شكل (11.3) 


ويتضح الفرق بين مفهومي تقارب متتاليات الدوال من المتتاليتين في الشكلين 11.2 
و 11.1. فعلى الرغم من أن كلا من المتتاليتين تقاربيتان نقطياً على [1 :۰10 فهما غير منتظمتي 
التقارب في هذه الفترة لأنه کم لاحظنا يكون اختيار ١‏ كبيراً غير كافي لضان أن 
۴١| > e‏ - )| لكل من × في [0,1]. 


ويحتوي شكل 11.3 على رسم توضيحي لتعريف التقارب النتظم. ولغرض التوضيح 
رسمت الدالتان ۳. (,1) متصلتين واعتبرنا © هو الفترة [8 ,8] . ولعدد موجب معطى ع 
رسم شريط حول منحني ۰ ويحتوي الشريط على كل النقط التي تقع داخل ۶ وحدة من 
منحني ۴. وينص تعريف التقارب المتتظم على أنه عندما تكون × < 8 يكون منحني ,ا 
واقعاً بأكمله داخل هذا الشريط. وبذلك فعلى الأكثر قد يوجد عدد محدود من الدوال 
(۸ يجب أن تكون قيمة محددة) تكون بعض الأجزاء من منحنياتها واقعة خارج الشريط. ولا 
ينبغي البالغة في القول: بأن التقارب النتظم هو شرط قوي جدا حتى ليصعب التوصل إليه. 

وإذا تقاربت (,4) بانتظام في 2 إلى ۴ فإننا نختصر ذلك بالرمز ۳۱ ج ,ا 
على ظ». لاحظ أن السهم المزدوج يقابل السهم الأحادي الذي يرمز للتقارب النقطي 
ويختلف عنه. وعلى الرغم من أن التقارب النقطي لا يتضمن التقارب المنتظم (کما في المشالين 
3 و 11.2) إلا أن العكس صحیح ويسهل التحقق منه. 
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مفترض 11.1: 

إذا تقاربت متتالية الدوال (,5) بانتظام على 9 إلى ۴ء فان (,6) تتقارب نقطياً على ظ 
إلى 5 
الرهان : 

إذا كان 0 < ع فان العدد N‏ المضمون وجوده بالتقارب المتتظم يکن است‌خد امه بوصفه 
N,‏ لتحقيق شروط تعريف التقارب النقطى . 
مثال 11.4: 

1 ۰ ۳ 3 2 ۰ n 5 ۰ 

إذا كانت × = 100 فان (؟) تتقارب بانتظام على [ - ۰ إلى ۰8 حيث 
0 = (۵0 لكل «. ويمكن التحقق من ذلك كما يلي: 

إذا كانت 0 < :۰ نختار ۸ بحيث یکون + > ۲( ) عندئذ لاي »في )+ »م 
يؤدي لا < 0 إلى : 

n 1 5 1 ۲‏ 
3 ([+)> ( ا > ثكم = امع - وما 

مثال 11.5: 

3 

إذا كان 3 + ×=( . فان يح (,!) على ال حيث ×= ۲0 . 
لأن: 

3 3 
Fool = |) + =) x= =,‏ = ونا 
لكل × من خلا ولكل « من . 

وهذه طريقة أخرى لتمييز التقارب النتظم تكون مناسبة أكثر للتحقق من التقارب المنتظم في 
أمثلة محددة . بالعودة إلى شکل 11.3 نتذكر بأن تعريف المتباينة + > |8500 - (1,08[ يعنى 
أن منحني ,) يقع بأكمله داخل شريط عرضه 26 یط بمنحنى ۴. وهذا يعني أنه في 2 لا 
يزيد أكبر فرق بین (1,)8 و ۲00 عن ونكتب ذلك في الصورة: 
[f00 - ۳(| > e‏ طسا. (نقول دا بدلا من «جدس»؛ إذ لا يمكننا الافتراض با 

x€ 
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۴ - ,۴ يصل إلى نهايته العظمى على 5). وهذه الملاحظات ترد صورياً (شكليا) في 
النظرية المساعدة التالية . 


نظرية مساعدة 11.1: 
تتقارب متتالية الدوال (,۴) بانتظام على ظ إلى ۴ إذا وفقط إذا كانت: 
.0= ۴60 - 


li lub 
۳ {lub 
قابلتين للتفاضل. وعندئذ يمكن حساب‎ 1, ٠۴ وني كثير من الحالات تكون الدالتان‎ 
صراحة بالاستعانة بطرق حساب التفاضل الأولية لتعيين القيم‎ lub - ۳0۵۱ 
العظمی . والثال التالي يوضح هذه العملية.‎ 


مثال 11.6: 


إذا كانت ” عدم = 10 0= )%0 فان © چجحت,! عل (*,1]. 
وأيضاً © + ,؟ على (* ,0) » ولكن التقارب غير منتظم على (« 4 0) . وللتحقق من 
هذه القولات نحسب في البداية: 


1( = ne ™ تمكو‎ = ne ™ (1 — nx). 


ومن الواضح الآن أن ,؟ ها قيمة عظمى معطاة ب 
1 ور 1 
n e’‏ 


=| 


و,؟ تناقصية على [مه > ل ) . لان ,۴ سالبة في هذه الفترة. ولذا: 


lub |f,(%) - f(%0| = f(1) = ne” 
x1 


وبتطبيق قاعدة هوبيتال نرى أن 0 = * عا هنا نا » ولذا ينتج أن 0= 6 يسنا . ومن 
ثم 0 zê‏ على 1 . 

بقاعدة هوبیتال (الثال نفسه) ينتج أن ۵ ج ,؛ على ( 4 0) ولكن التقارب ليس منتظاً 
على (* 4 0) ؛ لأن كل ,1 تأخذ القيمة 5 لبعض × في (م؛ 0). وحيث إن مفهوم 
التقارب المنتظم دقيق بعض الشيء فمن الفید أن نورد نصا دقيقاً لنفيه (ومناهععع) . 


289 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


تعريف 11.3: 


لا تتقارب متتالية الدوال (,5) بانتظام على 9 إلى الدالة ۴ إذا وجد العدد الموجب © 
بحيث إنه لعدد کبیرا لانهائياً « في لا يوجد العدد ,× في © الذي يحقق : 


lf) = F(x) 


.ع2 


2 


وفي تمارين 11.2 يمكن استخدام هذا التعریف أو النظرية الساعدة 11.1 لاثبات اللاانتظام في 
التقارب. ولإثبات تحقق التقارب النتظم تختبر النظرية الساعدة 11.1 هي الوسيلة 
الأفضل . 


تمارين 11.2 


ین في المسائل من 1 إلى 5 أن متتالية الدوال المعطاة تتقارب بانتظام على 2 ولكن بلا 
انتظام على "9. 


1 
ا ۶ = 1 ؛ ]0,1[ = عست ل 
( ۱ 0 1 ۱ 0 0 و + ۲ (ار. 


۳ )& <0[ دمص | <0[ = D‏ ¢+ هلو = (؟. 


n 


3 هد ؛ [ لماع + س =( 
2 + 1 7 


4 (046]-'2 + (16*0]< 1 + 7 1 = (),]. 
كم + [1 5 


nx 


f0) =nxe™ + D=[léo) + D'=[04) 5‏ 
6- عين صيغة صريحة للدالة ,؟ المبينة في شكل 11.2. 


في المسائل من 5-1 لا تكون فترة التقارب النتظم 2 هي أكبر فترة ممكنة. على سبيل الثال» 
يمكن أن نأخذ بدلا من 0 في المسألة 4. (0 4 8] = ”2 لأي قيمة 8 موجبة. وفي السائل 
11-7 يطلب برهنة ذلك وإجراء التمديدات اللازمة للفترة ط للمسائل 5-1. 
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لاحظ أن (,5) يكن أن تتقارب بانتظام على (0* ,8] لكل 8<0 ومع ذلك تظل 
غير تقاربية بانتظام على (۶ ۶ 0). 
XxX‏ 


7 آثبت أنه: إذا كان 0< , = 


| + 2 
فان (,؟) تتقارب بانتظام على [0646] . 
8- آثبت إنه: إذا كان 3 06۵ sin'x‏ = ويك 


ن () تارب باتظام على [۵- )0]. 


9 أثبت آنه: اذا كان 1 > 0>8 2 سب ( 
x‏ + 1 
فان (,؟) تتقارب بانتظام على [8 - 41 0]. 
NX 5‏ 
0 آثبت آنه: إذا كان 8<0» < = (10 ۰ 
x ۱‏ 0 +1 


فان (,۲) تتقارب بانتظام على (* > 8]. 


11 أثبت آنه: إذا كانت 0 < 8 ۲ مه 100 


فان (,2) تتقارب بانتظام على (0 4 ۵]. 


3 متتالیات الدوال المتصلة 


ندرس في البنود ۰11.3 11.4 و 11.5 تقارب متتالیات الدوال التي تکون فیها لكل ,ا 
خاصية معينة» ونبحث ما إذا كان ينبغى على دالة النباية ۴ أن تتميز هذه الخاصية أم لا. 
على سبيل الثال, إذا كانت كل من ,5 متصلة على 8. فهل ينتج أن ۴ تكون أيضاً متصلة» 

والاخابة هى : لاء ويمكن أن نورد المثال 11.2 كمثال مضاد. فكل ,5 متصلة على [1 .] 
ولكن دالة النباية متفصلة عند 1. ومن ناحية أخرى فإذا كانت [ ج 6 0] = 8 , كم 
في ا مخال 11.4 فان دالة النهاية تساوي الصفر بالتطابق على 0 وبالتالي فهي متصلة بالتأكيد 
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هناك . وکا رأينا في مثال 11.4 تتقارب التتلية (") بانعظام على [ ل » 0] , في حين لا 
يكون التقارب مننظياً على [1 ,0] . وتبينٌ النظرية التالية أن التقارب النتظم هو الذي يشكل 
هذا الفرق. 
نظرية 11.1: 

إذا كانت متتالية الدوال (,5) متقاربة بانتظام على 2 إلى الدالة ۴» وكانت كل با 
متصلة على 21 فان ۴ متصلة على 1. 
البرهان : 

نفرض أن ۸ نقطة اختيارية في 5 . أن 0  <‏ ونرید أن نثبت اتصال ۴ عند 8 باثبات 
أن ٭ > |(۳ - (8| عندما تکون × قريبة قرباً كافياً من . وفي البداية ندرس 


المتباينة : 
F(a)| =‏ - ومع 
F(a)|‏ - رمي + f(a)‏ - وم + وم - ۳0| = 
F(a)|, 0)‏ = نمك | + f(a)|‏ = | + ای - FO)‏ > 


التي تنتج باضافة وطرح حدود» والاستعانة بمتباينة اعلتع: وحيث إن F‏ سح على 1 
فإنه يمكننا اختيار ۸ بحيث يكون لأي × في 1 ربما في ذلك ۵ = ). 


€ 
0 < |0" - وميك 
وحيث إن ,؟ متصلة عند 23 فإنه يوجد عدد موجب 8 بحيث أنه حين يكون × في ظ فان : 
E‏ 5 
60 8> - »| يدي إلى ج >| - ©يزا. 
ومن (1) و(3) نرى أن 8> |ه - ×| تؤدي إلى: 
€ € 
F 5‏ 
عع & + + + + > |۳۵ - Fo)‏ 
وبذلك أثيتنا أن ۳ متصلة عند 8. 
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وتقدم لنا النظرية 11.1 طريقة عملية لاثبات أن تقارب متتالية الدوال المتصلة لیس 
منتظا: 

إذا كانت دالة النهاية غير متصلة على 0ء فإن التقارب لا يمكن أن یکون منتظياً. ويمكن 
نا اعتبار أن النظرية 1 مثالا «لتغيير ترتیب عمليتي النهایة»؛ لأن اتصال ۴ عند 8 يعني 
آن : 
F(a) = lim, F(x) = lim {lim, f,(%)}, 3‏ 
في حين أن التعریفین ۴ + ,1 واتصال ٤,‏ یعنیان آن: 
F(a) = lim, f,(a) = lim, {lim f,(%)}. (4)‏ 


وعندما نقارن الأطراف اليمنى للعلاقتين (4) و (3) نرى آنها لا يختلفان إلا في ترتيب أخذ 
النهایتون . 

وتتص النظرية 11.1 على أنه عند التقارب النتظم فان ترتیب عمليتي النهاية غير هام . 

رأينا في النظرية 11.1 أن افتراضنا للتقارب النتظم یسمح لنا باستنتاج آن اتصال 
الدالة النهاية ينتقل (يورث) من الدوال في المتتالية التقاربية . والآن نتساءل ع إذا كان يمكن 
اثبات العکس. أي إذا علمنا بأن دالة النباية متصلة على 2 فهل يمكن أن نستنتج من ذلك 
أن التقارب يجب أن يكون منتظ)؟ وهذا المعكوس ليس صحيحاً في الحالة العامة كما رأينا في 
المغال 11.3. غير أن هذا التضمين يمكن إثباته بهذه الطريقة لمتتاليات الدوال التى تسلك 
سلوكاً مطرداً. والنظرية التالية تنسب إلى عالم الرياضيات الإيطالي ديني (نعذط) . 
تعريف 11.4: 

تكون متتالية الدوال (,۶) متتالية دوال غير تناقصية على 1 إذا كانت المتتالية 

[00) لكل × في 0 متتالية عددية غير تناقصية. وبالمثل فإن (,۶) متتالية دوال غير 
تزايدية على © إذا كانت المتتالية ),٠([‏ لكل × في © متتالية عددية غير تزايدية. وإذا 
كانت (,؟) غير تناقصية أو غير تزايدية فإنها تسمى متتالية دوال مطردة (عنجمامهم<). 

وفي شكل 11.1 بينت متتالية دوال غير تزايدية (أنظر مثال ۰)11.2 ويجب أن نشير إلى أنه 
لكل « يكون منحني ,,,؟ واقعاً بأكمله أسفل أو أعلى منحني ,1. وإذا كانت ((,0) 
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تتزايد لقيمة واحدة '× في حين أن [(”,115) تتناقص لقيمة أخرى ۳ فإن ((,1) لا 
تكون متتالية دوال مطردة . 
نظرية 11.2: نظرية دينى (0:03). 

نفرض أن [,۴) متتالية دوال مطردة تقاربية تقارباً نقطياً على [ط ,ة] إلى الدالة ۴. إذا 


كانت وكل ,؟ متصلة على [ط .8] عندئذ تتقارب (,5) تقاربية بانتظام عتلى (0 .18 إلى 
.F‏ 


الرهان : 
الحالة (أ) : نفرض أن [,؟) غير تزايدية وأن © = ۴ (صفراً بالتطابق). ونفرض أن 
العدد 0 n(N) < N‏ ا EÊ E‏ 


(Xan) >8.‏ ما 


ووفقاً لنظرية بولتزانو - فيرشتراس يكون للمتتالية المحدودة (رمر«) متتالية جزئية 
تقاربية. وحيث إن « > ,× > ۵ فان نهايتها يجب أن تكون أيضا في الفترة المغلقة 
)0 ,2] » ولیکن مشلا ° 7 رد۱۳ حيث ط> 0 > ۸ . ونأخذ عدداً اختيارياً 
وليكن ل. فإذا كان N‏ < ()سه فإن اطراد (,1) يؤكد لنا أن: 


)5( :8 2 لرو,ة) a) 2 frag‏ 
والآن نفرض أن تؤول إلى * بحيث أن رب« تؤول إلى . إن اتصال ب؛ ومعيار 
المتتاليات للاتصال (500) یتضمنان : 
lim, f(a) (6)‏ 
ولكن وفقا للعلاقة (5) فإن قيم الدالة (ر×) بط ليست أصغر من ء طالما كان 
۸< (1)ه . ومن ثم فان (6) تؤدي إلى © < (0),؟ . ويصح ذلك لأي عدد اختياري 
ال ومن ثم يجب أن نستنتج أن ع < ۳,5,0 . أي أن © ۴۶ . وهذا التناقض 
الحالة (ب): نفرض أن (,8) تتقارب لأية دالة اختيارية ۳. أي أن (|8 - م 


۱ 
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متتالية غير تزايدية للدوال وتقاربية تقارباً نقطياً إلى 4. وبالتالي ووفقاً للحالة (أ) فإن 
۾ جح ۴ - ,؛| . وینتج من النظرية المساعدة 11.1 أن ۴ ج وبذلك 


آثبتنا النظرية . 


لاحظ أننا نفترض النطاق في نظرية ديني فترة مغلقة [ط ,8] ۰ وهذا يلعب دوراً حاساً في 
البرهان. فمحدودية [ط .8] مطلوبة لتطبيق نظرية بولتزانو فیرشتراس. كم آننا نحتاج أيضاً 
لعرفة أن زریبد) والموجودة في 1 تضمن أن يكون × ”فا أيضاً في ظ. وني الجزء 
الأخير يمكن أن نفترض فرضا آضعف من [ ,ه] = 2 ؛ على سبیل المثال يمكن أن یکون 
2 اتحاداً لعدد محدود من الفترات الغلقة. ولکن ذلك يبدو مربكا كا أنه ليس النمط الأعم 
للنطاق الذي تتحقق فيه نظرية ديني. وحيث إننا لا تم بدراسة تركيب الفئات الجزئية ل خلا 
فیمکننا الاكتفاء فقط بتلك الحالة التي يكون فيها ‏ فترة مغلقة. 


4 متتاليات الدوال القابلة للتكامل 


إن موضوع تغيير ترتيب إجراء النباية يمكن أن ينشأ لأغاط أخرى من عمليات الهايةء 
والوضوع الذي ندرسه الآن هو التكامل. نفرض أن كل ,؟ تكون قابلة للتکامل وفقاً لريهان 
وأن ۴ ج ,8 على [ط ,]. 

وعندئذ نتساءل عما إذا كان ينتج من ذلك أن تكون ۴ قابلة للتکامل. وإذا كان الأمر 
كذلك فهل تتساوى القيمتان: 


1 F= lim, f, 2 lim, {f f}. 


والإجابة على هذا السؤال هو بوجه عام لاء ويمكننا أن نورد مثالاً مضاداً بتعديل التتالية 
المبينة في الشكل 11.2 (مثال 11.3) : 


مثال 11.7: 
۲ ع ات 5 1 
في الشكل 11.4 یب منحني ,؟ آقصی ارتفاع ل « = () ,1 » ولکن يظل لدينا 
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٤, +0‏ في [0.2] ۰ وللأسياب نفسها كا في مثال 11.3. 
وأيضا فان كل ,5 متصلة وبحساب مساحة المثلث تحت المنحني» نری أن لكل ص 


1-1 
0 P 


ولكن 0 = (۳0 لكل من × ولذلك فإن: 


۳ F # lim, {f f}. 


} (Dn, «( 


شکل (11.4) 


2m 2‏ 0 
وفي المثال السابق من الممكن ملاحظة آن دالة النهاية ۴ قابلة للتكامل. ورغم ذلك فان 
قيمة التكامل لا تساوي غهاية قيم التكاملات. 
وهذا يترك الوضوع حول أن نباية الدوال القابلة للتكامل هي دائاً دالة قابلة للتكامل 
موضوعا مفتوحا. 
وسوف نثبت عدم صحة هذا الافتراض بالثال الضاد التالي . 
مشال 11.8: 
نفرض آن 22 متتالية بحیث یظهر کل عدد قياسي في [1 ,0] مرة واحدة بالضبط کحد 
لا (انظر اللحق 8 للتحقق من وجود مثل هذه الحتتالية) . 
والآن نعرف : 
(لبعض ۲ حیث « > )) ۲ = × ۳ 
f,(%) = 1 0‏ 
في أي مكان آخر ,0 
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عندئذ فكل عدد قياسى في [1 ,0] يكون في نهاية الأمر في الفئة التي للها 1 = (),؟ 
ویظل هكذا لكل « الكبيرة. ومن ثم فان ۷ 1 حيث 1 - (۷ إذا كان © € × 
و 0 = («)ء إذا كان × عدداً غير قیاسی. والدالة ب مثال معروف (أنظر مثال 7.2) لدالة 
غير قابلة للتکامل . ۱ 


وکا في نظرية 11.1 نثبت الآن أن الافتراض الاضانی بصدد التقارب النتظم يضمن 
انتقال قابلية التکامل إلى دالة النهاية. 


نظرية 11.3: 


إذا كانت متتالية الدوال (,؟) تقاربية بانتظام على [ط .8] إلى ۴ وکانت كل من ,؟ قابلة 
للتكامل على [ط ,4] ۰ عندئذ فإن ۴ تكون قابلة للتكامل على [ط ,3] وعلاوة على ذلك : 


۳ F = lim, f, = lim, (1 f}. (1) 
: الرهان‎ 


نبين آولاً أن ۴ قابلة للتکامل على [ط .8] . نفرض أن 0 < ع ونختار ١‏ بحیث إنه إذا 
كانت × في [ط ,2] فان : 


3 
(2) 
2( ب سسسسست .> |(م۳ - o)‏ 
9 
إذا كان © أي تجزيء للفترة [ط ,] » فإننا نفرض آن: 
ل کر 11/0 Mî = lub‏ 


M, = lub {FCD x <x SK. 


عندئذ فان (2) تضمن أن يكون : 


297 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


ولذا فان : 


lu. 9( - UF. 9(| = 2ا‎ (M, - Mp) (x, = ل‎ 


k=1 


)0 ب« = 22 < 
۲ و و9 
د 
3 
وبالثل فانه لدینا: 
LF. (| > 0 (4)‏ - زه | 


وحيث إن ,؟ قابلة للتكامل على [2.0] فإنه يوجد تجريء # بحيث إن: 
Lf. 20| > 0 8)‏ - )° ,)تأ 
ومن (۰)3 (۰)4 (5) نری أن: 
7 الا - )'% L(F. (| > |U(F,‏ = ره نی 
)’® م۱( یلا + 
(f. %) = UF. %)|‏ + ۱ 
.8= + 


4 4 


ع ب © 
3 3 


2 

3 

ومن ثم وفقا لعیار داربو للقابلية للتکامل (النظرية الساعدة 7.3) تکون ۴ قابلة للتكامل 
على [ط ,2]. 


ولإثبات أن 3 {f‏ بهنا ۲ f‏ 
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نفرض مرة أخرى أن ۶ عدد اختياري موجب ونختار ۱۷ بحيث إن “2 < ۰ يؤدي إلى: 


lub [f (%) = إومم‎ < 
x€fa.b} 

0 6 
1 3 إل‎ 5 1 .- 55 lf - Fl 


ومن ثم فان : 


lim, 0) (۶1 8 


5 متتاليات الدوال القابلة للتفاضل 


الخاصية التالية التي نرغب في بحثها بالتسبة إلى متتالیات الدوال هي القابلية للتفاضل . 

رأينا في المثال 22.2 متتالية ("*) تتقارب نقطياً على [0,1] إلى دالة النهاية غير القابلة 
للتفاضل عند 1 = × . وبالطبع فالتقارب غير منتظم على [1 ,0] » وإذا قيدنا النطاق على 
[ ج ١‏ 0] فان دالة النهاية تساري صفراً بالتطابق» وهي بالتأكيد دالة قابلة للتفاضل. 
وتقارب "*») منتظم على [ 2 0.4] ؛ ونحن حتى الآن مستعدون لتوقع أن التقارب 
المتتظم يضمن أن دالة النهاية 5 الخاصة المطلوبة من دوال المتتالية . 

ولكن الأمر ليس كذلك في حالة القابلية للتفاضل؛ إذ إننا سنرى في المثال التالي متتالية 
من دوال قابلة للتفاضل تتقارب بانتظام على 18 إلى دالة ناية غير قابلة للتفاضل . 
مشال 11.9: 

إذا كانت (/1) + ۷ = ۲0 


فان | يصحت في 8. 


نعلم أن ن |*| غير قابلة للتفاضل عند الصفر وقبل التحقق من م أن | جع على 
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۶ نلاحظ أن منحني ,] هو الفرع العلوي للقطع الزائد المعطى بالمعادلة : 


2 2 
¥ 7 


لا ك) 


n 1 


=1. 


(انظر شكل 11.5). 
ولبرهنة ادّعائنا بالتقارب النتظم نجري بعض العمليات الحرية : 


1,( = | = ۷ x +) ل‎ 


ومن الواضح الآن أن 0 - زا« - 60| {lub‏ ,ا ومن ثم وفقاً للنظرية المساعدة 
1 تكون |×| وح ,؟. 


y= ۷۱۵ - x* 
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وعلى الرغم من أن المثال السابق قد حطم اليقين بحدسنا فهو ليس نهاية المتاعب. فنحن 
نود أيضاً أن نعلم ما إذا كانت متتالية الدوال القابلة للتفاضل تتقارب إلى دالة قابلة للتفاضل ء 
وعما إذا كانت نهاية مشتقاتها تساوي مشتقة دالة الهاية أي : 
lim, f 2 (lim f)’. (1)‏ 


وفي المثال التالى سنری أن هذا غير أكيد حتى عندما تتقارب الدوال القابلة للتفاضل تقارباً 


منتظما إلى دالة قابلة للتفاضل . 
مشال 11.10: 
5 4 
إذا كانت : سس =( 
2م + 1) 


فان ۵ هجتم في (»04] حيث 0 = (۵0 . وللتحقق من ذلك نعينٌ أولاً الشتقة 


۱ (1 + nx?) - ١ 2nx 1 — nx 
LA ea اي ب للب حب‎ 
)1+ nx) )1 + nx) 


وس 1 
وبذلك یکون للدالة ,1 قيمة عظمی عند حح کچ و 
بات تب نت ]۸ 
n Vn 2 Vn‏ 
وبذلك فمن الواضح أن |(*),؟| "ذا يؤول إلى 0 عندما ‏ هن . مما يعنى أن 
لت 5 
0 تس را في (064] . وبالطبع فان © = ه ومن ثم فان © قابلة للتفاضل . 
والان ندرس ۶ ,”ا : إذا كان 0 ۶ × فان : 


(1 - nx”) 
lim, f) = lin, ا‎ 
)1 + nx) 
يدا‎ 
م‎ n 
= lim, 0; 


1+ 2x7 و‎ + x 


وإذا كان 0 = × فان 1= ,صا . 
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ومن ثم فإن: 


0 ۲ < 0 
lim, f(x) = ع‎ h(x). 
1 1 < 0 


وحتى الآن يمكننا أن نتساءل عن وجود علاقة بين قابلية دالة النهاية للتفاضل والتقارب 
النتظم ولذا فقد حان الوقت لنورد نظرية تعطی مثل هذه العلاقة. والفتاح هو في افتراض 
التقارب المننظم للمشتقات (,1) لا للدوال {fJ‏ . والنظرية التي نثبتها هنا ليست هي 
الأعم , غير آن إضعاف الفرضيات كان سيستدعي برهاناً أكثر تعقيدا . 


نظرية 11.4: 


نفترض أن (,5) متتالية دوال. بحيث يكون لكل ,؛ مشتقة متصلة على [ط ,]۰ 
(۵/:) تتقارب إلى قيمة ما لد في [ط ,4] » و (۴) تتقارب بانتظام على [3.6] إلى 
دالة ماج . عندئذ فان (,) تتقارب بانتظام على 0 1 إلى دالة ما۳ حيث ۴ قابلة 


للتفاضل و8 = F'‏ 
الرهان: 
ما أن ۴ متصلة ومن ثم قابلة للتكامل. تضمن لنا النظرية الأساسية لحساب التفاضل 
والتكامل أن : 
J f, 2)‏ = ۵-10۵0 


ووفقاً للنظرية 11.3 فان ع كت يژدي إلى أن: 


lim, ) ع[ ) = وم‎ = lim, 0 f} = 1 lim, f, = ۳ 7 


ووفقاً للفرض» فإن 3 {f‏ تقاربية. ولنقل إن ۳00 = (0),) ,اء ومن هنا ينتج أن 
(2)0 تقاربية أيضاً. ولنعرف: 


(«) يسنا = )5 لكل * في إ٥‏ ,ھ]۔ 
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عندئذ تؤدي (2) إلى : 
f e‏ = ۲۵ - ومع 
ومن النظرية 11.1 فان 8 جه » تودي إلى أن ع متصلة ولذا وفقاً للنظرية 7.13 
تکون ۴ دالة أصلية (6ننهتیم) للدالة ع أي أن ع = ۴۲ على [ط ,2] . وینبغی أن نبین 
أن م چ ,۲ على [8.5] . ولاثبات ذلك نکتب: 
المعدم f+ to = {J‏ |= اهمد ها 


1 (f زم‎ + 6۵ - F(o| 


اهم - ۵ + له |> 


< {lub |) - gD} x =e + |0۵ - ۴0۵۷۰ 


وحيث إن م بإ على [9 :]۰ فإذا كان 0 < ع يکن اختیار × بحيث إن 
N‏ < 7 يؤدي إلى: 
3 


2 
ub |f,(0 - ,سس > |(0)ع‎ 
astsb b 


8 
۶۵ - ۴۵| > 0 
: يؤدي إلى‎ ١ < 2 وبذلك فان‎ 
lub |) = (> e 
x€[a.b] 


ومن تم وفقاً للنظرية المساعدة 11.1 تكون: 


fg ۲ 
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تمارين 11.5 


في التمارین ۰3-1 استعن بالنظرية 11.1 لإثبات أن متتالية الدوال المعطاة لا تتقارب 


بانتظام على النطاق . 


f(x) = 1 - x" -1 


nx 


f(x) =e 22 


رسم منحني ,1 قد يساعد) . 


4 


» 9 [0,1]. 


» D= [0,1]. 


tan x -3‏ = (×)؟ 


.D = ]0 1[ 2 


.D = ]04( 6 


.D= [0< 2 [ 3 


في التمارين 6-4 استعن بالنظرية 11.3 لإثبات أن (,1) لا تتقارب بانتظام على ظ ران 


1 
0 ير عد‎ > — 
n 
1 
سب‎ ST 
n 
1 
0 > > .سس‎ 
n 
1 
— > ۲ > 1 
n 
1 
6 0 >> — 
n 
٤ ایس‎ 
n 


0 
1,( = 
x 
n 
1, = 
0 
n (1 ~ nx) 
1)) = 
0 


7- برهن ادا كان 7 چ على 2 و8 ٤]‏ على 2 فان ۴ وحح 1 


على “2 لا ظ . , 


8- أثبت آنه: إذا كان ۴ د ,؟ وکل ,؟ غير تناقصية فان ۴ غير تناقصية. 


9- نفرض أن ۴ مرا على ۰0 (860] غير تناقصية لكل × في 0 و (۶) ها 
منتالية جزئية تتقارب بانتظام على ) أثيت أن ۴ جح ؛ على 2. 
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0 نفرض أن ۲ ج إ] على « وكل ,ا محدودة على 2. وليكن 
8 > |( :| طا . أثبت أنه يوجد حد منتظم 8 بحيث ا: N‏ 
15 > || با ثبت أنه يو منتظم بحيث إنه لكل ۱ من 
ولکل × في ظ يكون 8 > |00,؟| . 


1- أثبت معیار کوشی للتقارب النتظم : تتقارب متتالية الدوال (,1) بانتظام على 0 إذا 
وفقط إذا كان لكل عدد موجب ۶ يوجد عدد ۸ بحيث یکون لكل × في 1 


N‏ < م< م تؤدي إلى f | >e‏ = )ىا 


6 نظرية فرشتراس للتقريب 
The Weirstrass Approximation Theorem‏ 


نقدم في هذا البند واحدةً من أكثر النظريات فائدة ونفعاً في التحليل التطبيقي» وهي 
نظرية فیرشتراس للتقریب. وترتبط هذه النظرية - في مفهوم معین - بالتقارب النتظم 
لمتتاليات كثيرات الحدود (أنظر النتيجة 11.5) . وبا أنه یسهل العمل مع كثيرات اخدود. فان 
من الرغوب فيه دا استبدال دالة ما محل الدراسة ذات صبغة عامة بدالة كثيرة الحدود تعتبر 
تقريباً جيداً لها. وبذلك فمن الهم معرفة متى يمكن تعيين كثيرة الحدود هذه بحيث تكون 
قريبة قرباً اختيارياً للدالة المعطاة. والخاصية التي تضمن لنا أن الدالة يمكن تقريبها هذه 
الطريقة هي خاصية الاتصال. 


نظرية 11.5: نظرية فيرشتراس للتقريب. 
إذا كانت الدالة ؟ متصلة على [ط ,ه] و0 < ع فإنه توجد كثيرة حدود ۳ بحيث إنه لكل 


× في [طبه] یکون: .ع > | - (م۳| 


البرهان: 
نبين أولاً أنه يكفى إثبات التظرية للحالة الخاصة عندما تكون [9 ,8] ۰ هي فترة الوحدة 
[1 ,0]. نفترض أن المنطوق صحيح على [0.1] ۰ وأن ۶ دالة متصلة على [0 ,2] . عندئذ 
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فان الدالة التراكبية ع المعطاة بالصيغة 5 - 9) + 1 = («)ع متصلة على [0,1] . 
وبالتالي توجد كثيرة الحدود 8 بحيث إن: 

)0 ع > P(u))|‏ - ضمع| لکل دفي [0,1]. 

ولأي × في [.3] نجري التعويض : 


2-2 


9 - 


.g(u) = fa + {ba} 


دن ¢ 10 =) 


ıe» - ام‎ )| > (0) 


۳ ۵ - ۲ ۱ 
وا ان ۱ 2 ۳ كثيرة حدود في × فان النظرية صحيحة في الفترة [طبة]. 


ولائبات النظرية في حالة [1 .0] = [0 ,2] » نستعين ببرهان قدمه برنشتین (مأعاوميع8) . 
ويستخدم هذا البرهان فصلا (55هاء) خاصاً من کشبرات الحدود تعرف بکشرات حدود 
برنشتین . وكثيرة حدود برنشتين النونية للدالة ؟ تعطى بالصيغة : 


1 


١ :‏ انس نزم مره 
يق n!‏ _ 21 مه 
TT‏ - | ) . لاحظ أنه إذا حذف العامل  (‏ )) 


فإن الجموع (3) يصبح مفكوك ذات الحدين للمقدار 1= "إ(»×- 1) + »)ى 

وللاستفادة من هذه الملاحظة ندرس الدالة ۵ المعطاة بالصيغة: 

4 “جم =" sy‏ ]م2 = ون 
k‏ 1-۱ 

حيث ۷ عدد اختياري (ولكنه مثبت) في [0,1) . عندئد فان : 


۷ ( = 2 j ۱ = n(x + ۷ 


0 


(5) !“رج x)»‏ “كن ۱ « +5 


k= 


5 
= 
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وبتفاضل طرفي (5) نحصل على : 


n 2 
> 7 احم _ احص لحي‎ 5 n-2 
3 a XxX YY (s+y) +۷۵ -1( (x+y , 
5 Xx 3 2 ۰ 

وبالضرب مرة آخری في 7 نحصل على : 
n 2‏ 
XK n-1 E n-2‏ _عم عاسم kK‏ > 
q +» + (1 2)» (x+y) ۰ (6)‏ 5 ) 2ت 


والعادلات (۰)4 (5)» (6) صالحة لأي لا من [1 ,0] ۰ ولذا فيمكن كحالة خاصة وضع 
(« -1) بدلا من ل لنحصل على : 


(7a)‏ 1ع“ ۱ ْو 1 ا 
(7b)‏ عع x)"‏ - 1( ۳ 0( 
Ja Feb Fe 0‏ 


2 


وإذا فككنا ذات الحدين [(× - ۳۵ واستخدمنا (70) و (7۳) و (78) نحصل على : 


«0 ۰ Nn 
0 2 
> k 2kx 2 9-۷ 
2) 0 5 د‎ | x) 
x 1 2 
+ 2x ° “x 
(ı :وآ‎ X*x+1*x (8) 
4 و‎ ۶ (1 ~ x) 
n n A 


والآن نفرض أن ۶ متصلة على [1 ,0] » عندئذ فإن ‏ منتظمة الاتصال هناك؛ ولذا فإذا كان 
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 < 0‏ فإنه يوجد عدد 8 بحيث إنه إذا كان 2۷ في [1 ,0] فإن 8 > ار - »| تؤدي 


إى: 


| - (| > 


M = 1 + max |00| 
6۱0۰۱۱ 


ونختار ۸ بحیث إن : 


3 1 1 
SPs VR > AM‏ 1 
N‏ 
وإذا ضر بنا (78) في (1)2 وطرحنا (3) من الناتج سنحصل على : 
لدم ۱ عم 5 
|١ (1 - ×) 9‏ )1 ) 00 م2 = ,8 - وا 


وینقسم الطرف الأيمن من (9) الى مجموعين لا و لا , حیث: 
2 المجموع على كل 8 بحيث يكون كت > |«- > | ۱ 


n 

و 
2 مجموع الحدود الباقية 
وني البداية ندرس ,2 : إذا كان لاع ۱ لل >إء-(ك )| 

4 
0 : ولذا فان‎ |) &)-xl <s 26 

ب > |[ )۲ - | 
ولذلك فإن: 
7 ا سداد 
Ere “$‏ 
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k 1 : 0‏ 5-5 
وبعد ذلك ندرس : إذا كان 5 <|«-۱-- )| فان : 
4 


n 


۳ >) =) 5 1 [ ۱ J} {k — nx} 
: وبذلك فان‎ 
"|= 3 )۶0( = fi ۷ (a ۷ 
> 2 {reo + ا كل وز‎ ۳ (1 - x») 
> 2 27 | 0-۰ )11( 
> 2M 2۲] لحك‎ 1 ja - ٭‎ 
3 ۱ 
< 2= m0? ( و‎ )1- (۳ 
5 
: بالتعريض ب (8) في (11) نحصل على‎ 
n 5 k 
5 2M ۱ nx (1 ¬ x) 2M 
ج‎ 5 Vn 
32 


E es 4M ۳‏ 7 1 1ه 
وإذا كان ( )>> . عندئد فان ۳1 > | 2 . ومن ثم فإذا كان 
× < م وغ أي عدد في [1 ,0] فإن: 


B,()| < e. (12)‏ - وما 
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(لاحظ أن اختيار ۸ لا يعتمد على ين ومن ثم فمتباينة التقريب تتحق بانتظام داحل 
[1 ,10 ). 

ونظرية فيرشتراس للتقریب يمكن صياغتها بدلالة التقارب النتظم لتتالية دوال؛ لان, 
البرهان الذي عرضناه يبين أن * ,8 على [0,1]. نصيغ النص الشكلي شذه 
الملاحظة في النتيجة التالية. 


نتيحة 11.5: 


إذا كانت الدالة ؛ متصلة على [8.6] فإنه توجد عندئذ متتالية من كثيرات الحدود 
(,۳) تتقارب بانتظام على [ط .ه] إلى ؟. 


تمارين 11.6 


1 - عين كثيرة حدود برنشتین من الدرجة الثالثة ,9 
للدالة لكك امه = و : 


2- عين كثيرة حدود برنشتين من الدرجة الرابعة ,8 للدالة (1)8. 
3- عين كثيرة حدود («)۳ بحيث يكون: 


1 
lub 0 - || > + 


z6|=1.1 


4- بدراسة الدالة ۲ = 10 على (0,1) يبين أن نظرية فيرشتراس للتقريب لا تتحقق 


إذا أخذنا (ط ,۵) بدلا من [0 ,ذ]. 


7 مسلسلة الدوال 
سس _ سس سس 
في هذا البند الأخير من هذا الباب ننقل اهت‌آمنا من مصطلحات متتالية الدوال إلى المتتالية 
المناظرة للمجاميع الجزئية . ومن المفيد أن نعيد صياغة نتائج البنود 11.1-11.5 في هذه المرة 
بدلالة المتسا ت. على سبيل المثال؛ إذا كانت (,؟) متتالية دوال ولكل × في نطاق ما 5 
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تكون التتالية العددية ى_ 58 Dr‏ تقاربية فإن متسلسلة الدوال ۴= تسمى 
تقاربية (نقطياً) على © إلى الدالة » وبالشل إذا كانت التحالية ر إ0 Or‏ 
الريك ره ای ی تست ,2 تقاربية بانتظام على 2. وبا 


أن 1 هي ناية التالية ‏ ۾ 1 r‏ فمن الواضح أن: 


۳۹ 


رس بر 


k=0 k=0 k>n 
: وبذلك يمكننا اعادة صياغة النظرية المساعدة 11.1 بالطريقة التالية‎ 
:11.2 نظرية مساعدة‎ 
: تكون متسلسلة الدوال ,2 تقاربية بانتظام على 2 إذا وفقط إذا كان‎ 


lim, {sup |> f (0۰ 
xD k>n 


ولكل من النظريات 11.4 و 11.3 و 11.1 التعلقة بالخواص المنقولة (المكمٌسبة) نظرية ممائلة 
لسلسلات الدوال. وسنصیغ هذه النظريات بدون برهان؛ لأنه إذا کانت,کل من ما 
متصلة. أو قابلة للتكامل أو قابلة تلتفاضل عل اتیب فلن كل مجموع جزتي ,26 کرت 


كذلك. وبالتالي يمكن تطبيق كل نظرية من نظريات امخواص المنقولة (المكتسبة) عسل متتالية 
الجامیع اطزئیف وتنتج النتائج مباشرة. 


نظر ية 11.6 : 
إذا كانت كل من ,؟ دالة متصلة على النطاق 8 وا < تقاربية تقارباً منتظاً على 0 
فان 8 متصلة غلى 1. 
نظرية 11.7: 
إذا كانت كل من ۴ دالة قابلة للتکامل على [ط ,ه] و < تقاربية تقارباً منتظ)ً على 
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[ط ,ة] » فان 1 قابلة للتكامل على [8,6] و 


120 


نظرية 11.8: 

نفرض أن لكل من ,؟ مشتقة متصلة على [ط ,8] » وأن ©2020 تقاربية نحو قيمة ما 
» في [ط ه] وأن ,26 تقاربية تقارباً مقطا على [ :۸] . عندئذ فإن < تتقارب 
بانتظام على [ط ,ع] إلى الدالة القابلة للتفاضل ۲ 22 و 


k=0 


والنتيجة التالية تصاغ عادة في صورة ة التسلسلات فقط وتعطينا مفاهيم ف غاية الأهمية 
والفائدة لإثبات أن متسلسلة ۱ الدوال تقار بية تقارباً منتظياً. 


: (Wejers(rass ۷1-65٩ لقيرشتراس‎ M1 نظرية 9 : اختبار‎ 


نفرض أن 2 ردي وأن ZM,‏ متسلسلة عددية موجبة متقاربة بحيث إنه 
لكل ۲ يكرن ,31 > |( انا » عندئذ فان ,201 تقاربية بانتظام على 5 . 


البرهان : 
نفرض 0 <ع . با أن ,22۸ تقاربية فإنه يوجد عدد ۸ بحیث إن ۲ < 0 يؤدي إلى : 


ع> اد | - سد ل Ê‏ 


1-0 k>n 

ولكن 
از lub ۳ 0 > lub 2 f‏ 
x‏ 


> با‎ ub >(مع‎ 2 ۷4, 
k>n x€D „ k>n 


بذلك فإن × < م تؤدي ال > |(0) 4 2| سا وم ثم فان. 
وبذلك فا تؤدي إلى e‏ أل 2 سا ومن ثم فان 


lim , (lub ۳ (0| } =0. 
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ولذا فان 2 تقاربية بانتظام على 2. 


والبرهان السابق يثبت نصا أقوى ما هو معطى في النظرية 11.9. فعند الفحص الدقيق 
ترى أننا قد أثبتنا أن المتسلسلة اد تقاربية تقارباً منتظيا على 0ء ويؤدي هذا ليس فقط 
إلى أن ,35 تقاربية تقارباً محظاً - وهو نتيجة النظرية 11.9 - ولكن أيضاً إلى أن |2۸ 
تقاربية نقطياً على 0 . ومن هنا يبرز سؤال طبيعي وهو: هل يمكن لمتسلسلة الدوال ,2:۶ أن 
تتقارب بانتظام على نطاق ما 5 وأيضاً تتقارب مطلقاً في كل نقطة من 2 في حين لا تكون 
المتسلسلة المطلقة Zl‏ منتظمة التقارب؟ والاجابة هي نعم, ویوضح الثال التالي هذه 
الحقيقة. وهو يبين أيضاً أن متسلسلة الدوال يمكن أن تتقارب بانتظام حى لو كان اختبار - 
1 لفيرشتراس غير قابل للتطبيق عليها. 


مثال 11.11: 


إذا كان : 
«x‏ = لربيية - )4 
يم 0< ۰۲ عندئذ فان ,انا تقاربية بانتظام على [1 ,0] إلى الدالة المساوية للصفر 
بالتطابق ۵. وأيضاً |(2۱۶0 تتقارب لكل × في [1 ,۰0 ولكن || < لا تتقارب 
بانتظام في [0.1]. وف البداية ندرس هذه المتسلسلة : 


دم - كردي +ن - ل - (-1) = f)‏ 2 


k جيل‎ + 
RO )ا ورك‎ - ) × E 


2+1 


ولإثبات التقارب النتظم للمتسلسلة ,26 نلاحظ أنه لكل « یکون: ۰ 0- (10 2 


k=0 


2n 
n+l 


3 n n 
2 (N) = f(x) =x =x =x (1 - «). و‎ 
2n 


ويمكننا إيجاد |0 2| 3 بالاستعانة بحسابات أولية 


الات 


(n - [n+ 1] x).‏ - ل [1 + {nx - [n‏ 2 او 
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لد ( f,‏ = ای max‏ 
لت - ))2 
جرا ا ) 
يجيت 29 ,نا فإنه ينتج : 


0= 0ك (max‏ ,نا . ولذا فمن النظرية المساعدة 11.2 تکون ,2 تقاربية 
x€E[0.1] “‏ 
بانتظام على [1 ,0]. 


إن اختبار |,1| < يُعتِبر أسهل. تختصر المجاميع الجزئية فتؤول إلى : 
x) +... + (7 - x")‏ ح ر) + 29 )x‏ + (»× - 1) + ( ¬ 1) = |( 


= 2 )1 - م‎ +2 )» - ×7 +... + 2) - × "( 
=2 (1 - x. 
وبذلك فإن:‎ 
2, xE[0,D, 
0, x=1. 


ا = امنا م2 


20 


رولا ينبغي أن ناخذ ني اعتبارنا الجامیع الجزئية الاعری || 2 ؛ لان: 
ی 3 k=0‏ 


n 


2n 21-1 
lim, {2 | - 2 0|} = tim, رف‎ #(| = 0. 


0= 
وبا ان كل من ,؟ متصلة على [1 ,0] ونهاية الدالة غير متصلة هناك نستنتج من النظرية 
6 أن || < لا تتقارب بانتظام على [1 ,0]. 
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ونبدي ملاحظة وهی أن الاختبار - ۸ لا يمكن تطبيقه على متسلسلة المثال 11.11 وهو 
بالفعل كذلك؛ لان الاختبار - 84 كان سيؤدي إلى أن || < تقاربية بانتظام . ولكي نرى 
بوضوح لماذا يفشل الاختبار - 1 نلاحظ أن ,یلا كان يجب أن تكون كبيرة على الأقل 
مثل: 


1 کا )اھ 


max 
۲۶۱0۰۱۱ 


تباعدية؛ لأنها یمن على 


یت تحفو م هده آهيمتة ی أن ر أن 
1 +1 وللتحقق من 0 E‏ 


[ 7ل ] عدودة بعيدة عن الصفر. ويمكن توضيح ذلك بالاستعانة بقاعدة هوبيتال 


1 +1 
الحساب النهاية : 
۳ ۱ 
2 با i‏ 
وفي تمرين 11 يطلب اجراء تفصیلات هذه العملیات . 
تمارين 7 ترس سس یواست 


1 _ أثبت التأكيد في الفقرة الواردة في اية المثال 11.11 أي تحقق من صحة المعادلتين (2) 
و (1). 

2 أثبت أنه إذا كانت ,226 تقاربية على 0 فان © < ,١ا‏ (صفراً بالتطابق) على 
.D‏ 


في تمارين 9-3 أثبت أن ,؟ م2 تقاربية بانتظام على النطاق 5 : 


Ki) , D=R. -3 


0 =x, D=[- + <2] 4 
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منتدى افريقيا سات 


f(x) = (tan ۳, ۰ 1 


sin kx + cos kx 
f) = با‎ D=R 
k (log k) 


k 1 
f(x) = kx, ]دم‎ ¢ 


1 


1 
ع2 D=[-‏ , دوه )= 0 


k+1 
1) ۲و سس‎ 9 ]1 4 (۰ 
k 
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الفصل المانی عشر 


12 


Power Series متسلسلات القوی‎ 


12.1 تقارب متسلسلات القوی 


را يكون فصل (01259) الدوال الذي يتكون من قوى (655مم) الدالة المحايدة من أكثر 
فصول الدوال أوليةء على سبيل الخال "× = (10 . هذا الفصل من الدوال يركب حسابياً 
ليكون الدوال كثيرات الحدود والدوال القياسية: وقد استعملت هذه الدوال بنجاح لتكوين 
متسلسلة الدوال التي تكون نظرية غنية. والتي تستخدم في كثير من التطبيقات. في 
التعريفات التالية وخلال هذا الباب. فإن المتسلسلة التي سندرسها يكون حدها الابتدائي هو 
الحد الرقم بالصفر. إذن (,3) تعني باختصار أن رى 1۵ . 


تعر يف 12.1: 
إذا كانت ل,ه) متتالية عددية وه عدداً. ولتفرض أن ؟ هي الدالة العطاة بالصيغة 
(ه - 6 يه = (×)۴ . فان متسلسلة الدوال ,2۵ تسمى جتسلسلة القوى. إذا كان ,× 
عدداً بحيث تكون '(ه - »)4< تقاربيت فإننا نقول: بأن متسلسلة القوى 
'(ه - ,)2/۵ تقاربية عند ×. الجملة «غير تقاربية عند ,65 تستعمل بالمثل. 
نبدأ بإثبات بعض الحقائق حول فئة الأعداد حيث تكون متسلسلة القوى تقاربية عندها. 
نظرية مساعدة 12.1: 
إذا كانت متسلسلة القوى (ه - »)54 تقاربية عند ,× وكان ی« عدداً يحقق 
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اه - |x‏ > أه - يدا فإن a)‏ د بيه Z‏ تقاربية عند ر×. 
البرهان : 


إذا كان ه = ,× فانه لا يوجد أي شيء للرهنة ولهذا نفترض أن 8 * × ونفترض أن 


یم و »| > اوت ا 4 عرف 
الاك 
اه ¬ ,×| 
با أن لوح ,*) ,۾ < قاری فتعرف أن: 0 = a)‏ - 1 
ما أن (ه- ,)4ے ربية» فنعرف أن : ;0= a)‏ 7 بع im, a,‏ 


وبذلك تكون المنتالية ['(2 - ,*) ,18 محددة, لنقل إن: 
lub, 1, ۳ - a.‏ = 
إذن فلکل ۲ يكون: 


0 5 ۳ يها |"( - %( 3 


۲ 2 
“م > | و 


هذا السبب فان (ه - و6 ,302 مهیمن عليها بالتسلسلة الهندسية التقاربية *: 5 وإذن 
فان : a)‏ - ره > تكون تقاربية أيضاً. 

في بعض الأحيان تستخد م النظرية الساعدة 12.1 على شکل نفي. أي إذا كان 
اس ,×| < a|‏ - | وله =«( Za,‏ غير تقاربية عند ر× فان متسلسلة القوى هذه 
تكون غير تقاربية عند ,× أيضاً. 


لاحظ أن النظرية المساعدة 12.1 اشترطت التباينة الصارمة بين اه - ود اه - ,| 
ليس من الضروري أن تكون النتيجة صحيحة عند كل ره بحيث يكون 


. الخال التالي يوضح هذا الاحتمال. 


اه - دا > aj‏ - ره 


مشال 12.1: 
تكون متسلسلة القوى )< تفارية إذا وفقط إذا كان 1> » > 1-. هذا 
واضح من استعمال اختبار 0 ونظرية المتسلسلة المتعاقبة. ولكن إذا أخذنا 1- = × 
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5 
فإنه غير صحيح أن )جم تقاربية عند كل ,ا حيث 11-| = ,دا > ايا ؛ لأنه 


عندما 1 = ر× فان متسلسلة القوى هذه تباعدية . 


بمساعدة النظرية المساعدة 12.1 نستطيع أن نصف فئة كل الأعداد × التي تكون عندها 
متسلسلة القوى “(2 - *) م208 تقاربية. تخبرنا النظرية التالية بأن هذه الفئة إما أن 
تكون خط الأعداد 15 كله أو فترة مركزها ۵. إذن هذه الفئة تسمى فترة التقارب لمتسلسلة 
القوى. العدد ۸ في هذه النظرية یسمی نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى. 


نظرية 12.1: 


لنفرض أن 1 هي الفئة (تقاربية '(ه - ,*) يه < : ها > ,*) » فإن 1 اما أن تكون 
۸ أو فترة على شكل : 


.4- 54۵+ أوه‎ (a-R<“a+ R] « [a—R<a + R) « [a - 8۵ + R] 


البرهان: 
1 00 ۴ “د 1 فان النظرية المساعدة 12.1 تؤكد لنا أن 1 فترة محدودة» لهذا السبب فإننا 
نفرض أن x €1} ù‏ : اه حب« ) R = lub‏ . إذا كان ی« في R(‏ + 242 - 8) . فإن 


<R‏ اه - |x,‏ ويوجد ,× في 1 حيث تكون اه - ,×| > زه رد . لذا تؤكد النظرية 
الساعدة 12.1 أن “(2 - ی ,۵ 2 تقاربية ولمذا فان به في 1. هذا يرهن أن 
ا 1 > (2 + ۵» R‏ -۵) . الآن لنفرض أن ,× في 1. ان اختيارنا للعدد ۸ يؤدي إلى أن 
|x - | >R‏ » وفذا السبب فإن ب« في R[‏ +248 -2] . إذن 
[8 + ة>8 - R “a + R) > 1 C [a‏ -ه) ونستنتج من ذلك أن 1 لا بد أن تكون 
واحدة من الفترات الأربع المتمركزة حول 8. 


3 نتذكر من مبادىء التفاضل والتكامل أنه بالامکان نعین فترة التقارب بطرق أسهل 
بيا . نسبیا. أول شيء يجب عمله هو إيجاد نصف قطر التقارب» والنظرية التالية تعطي طريقة 
مبسطة لحل السألة. وبالرغم من أن هذه النظرية لا تعطي جواباً لكل متسلسلات القتوی. 
ولکنپا نظرية نافعة جدا. 
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نظرية 12.2: 


إذا كانت (بة) متتالية عددية بحيث يكون: 


45 
lim, |=R.‏ 
اجا 
وه أى عدد. فان 8 نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى Xa, (k ~a)‏ . 
و ا 5 1 
الرهان: 
نطبق اختبار النسبة (1©) ناة۸) لمتسلسلة القوى ((ه - )) ,202 فنحصل على : 
a) a 1‏ اي 
اه = = ان - | 5 lim,‏ =| اك | lim,‏ 
a ( ¬ 2( R‏ 


باستخدام اختبار النسبة تكون المتسلسلة تقاربية تقارباً مطلقاً إذا كانت قيمة النباية 
اه أقل من 1» والتى تكاقء >R‏ إه - »| . وبالشل فان اختبار النسبة 
یتضمن أن التسلسلة غير تقاربية إذا كان 8 < |ه - | . لهذا السبب فان العدد 8 هو 


تصف قطر التقارب . 


من الشروض أن نلاحظ إمكانية تفسیر نصف قطر التقارب ۸ في النظرية 12.2 بالعنی 


مااع 5 2 5 5 4 
المعمم؛ أي أنه إذا كان م - | 5 | im,‏ > فان فترة التقارب هي 1. أيضاً 
1+ 
3 عه 
إذا كان 0= | ج | ,سنا فان فترة التقارب هي [ه ,ه] أي أمها تتكون من 
k+1‏ 
النقطة الوحيدة 8 


لإيجاد فترة التقارب لتسلسلة قوى معينةء لا بد أولاً أن نطبق النظرية 12.2 أو احدى 
تنوعاتبا (انظر التمرين 12.3) لاجاد .R‏ ثم نتحقق من نقطتي النهاية 
+1 +4 << -خ - ا لتحديد أي فترة مرغوبة من الفترات الأربع الحتملة. با أن 
هذا التمرین العادي يعتير سیطا فلنراجعه هنا باختصار باعطاء مثالین . 
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7 “زوع 
إن فترة التقارب للمتلسلة = مي وير 
1+ 5 
أولا: 
k +2‏ ها 
lim‏ = ع R = lim‏ 
k+1‏ * ا 
1 
عندما 6 < ۶« فان متسلسلة القوی تصبح لت )< وهي تباعدية» وعندما 4 < ۶« 
اروم 
فان التسلسلة تصیح ( سس )< وهي تقاربية. 
مثال 12.3: 
2x oT‏ 1 1 ۲ 
إن فترة التقارب للمتسلسلة ( ا هي لس »حب -] ؛ لان 


0 > ر » ولا نستطيع استخدام اختبار النسبة حتى نستعمل النظرية 12.2 مباشرة. 
ولكن نستطيع أن نعامل هذه المتسلسلة على أنها متسلسلة قوى للمتغير *د. إذن فمعامل 
القوة ‏ للمتغير × هو * (1 +0 2= بط . 

بتطبيق النظرية 12.2 لتتاليات المعاملات (),) نحصل على: 


0 2۳ +ع‎ 0+ 
lim, = lim, 5 
b1 2۳*۱ ) + 2(7 
1 1 +2 12 1 
lim, 2 ( 3 ) 2 
1 


7 ١ 5 5 

لهذا السبب فان المسلسلة متقاربة عندما يكون ج > |0 - | » وهو ما يكاقء 
1 1 8 0-0 ۱ 
س س - . عند نقطتى غاية الفترة : 
كين >8 وين . عند نقطتي ناية الفترة نحصل على 
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تمارين 12.1 


أوجد فترة التقارب لكل من متسلسلات القوى التالية: 


TET [6+ (ه‎ 1 


k! 
x 
k 


k 


0 


(1 


2 (المتسلسلة تبدأ عندما 1 = ). 


1+1 
و 
3 1[ لا )2 
13.5 13 13 1 
2.4.6 ( ) 24 +« ۳ ‌ 
k+1‏ 
2 1+ )1=( 
(2k + 1)‏ 
k+1‏ 
(1-) 
+( 2 )2 
ک ويك ی هچب کو 
3 2 0 2 3 2 


x + 1 x? + V1 x + 27 x + 2 x + 3 x + V3 x... 


11 ۳( وه 22 (لمتساسلة تبدأعندما 1= k‏ . إرشاد: قارن هذه المتسلسلة 


.)2 Rx“ بالمتسلسلة‎ 


12 “22620 دا بالمتسلسلة عندما ۷1 إرشاد: م = **» و 


{log x] - [log (x + DP}‏ يسنا 


الوسطى) . 


منتدى افريقيا سات 


322 


بالامکان إيجاده باستخدام قانون القيمة 


www.afriqa-sat.com 


2 تكامل وتفاضل متسلسلات القوى 


(Integration and Differentiation of Power Series) 


في فترة التقارب» بحدد مجموع متسلسلة القوى دالة ۶ معطاة كالآتي: 


10( = > a, (% “زه‎ 
k=0 


با أن هذه الدالة هي نهاية لمتتالية دوال كشيرة الحدودء فمن العقول توقع اكتساب ؟ 
بعض الخواص الايجانية عن الدوال كثيرة احدود مثل الاتصال» والقابلية للتکامل والقابلية 
للتفاضل . في الحقيقة إن كل من هذه الخواص يصح داخل فترة التقارب. هذه هي نتاشج 


نظرية 12.3: 
إذا كان لمتسلسلة القوى “(2 - *) ,ه < نصف قطر تقارب ۸» فإنها تتقارب بانتظام 
على كل فترة جزئية مغلقة من : + هة» .(۷a—~R‏ 


الرهان: 
لنفرض أن ( + ۸R ٠۵‏ - ه) ع [ل -ء]. أن ((ه - »)24 تقاربية عند ه 
وه. إذا كان اه -4| > اه -ع فإننا نعرّف |"( -4) یه = ,2 . وإذا كان 
اه - ۵ < او - »| فإننا نعرّف |( - 0) ,ة| = 8M,‏ . في كلا الحالتين تكون 
,2 تقاربية و ,۷ > “له - 66 ار ۳ . إذن اختبار - 14 لفرشتراس يطبق 
6]6,0 


ليعطي التأکید على التقارب النتظم . 


لاحظ أن النظرية 12.3 والتي تعطي نتيجة حول الفترة التي يتم فيها التقارب التتظم لا 
تحوي نقطتي نهاية فترة التقارب . هذه ليست أحسن نتيجة متملة على سبيل الثال» فان 
العام آبل برهن على أنه إذا كانت ,2 < تقاربية فإن × ية < تقاربية بانتظام على 
[1 ,0] » ولكن باستخدام النظرية 12.3 نستطيع بسهولة أن نيرهن أن مجموع متسلسلة 
القوى هو دالة قابلة للتکامل . 
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نظرية 12.4: 


لنفرض أن '*(22,)8-2 ذات نصف قطر تقارب ۸ وأن 
هه 2 = 10 عندمايكون: في ( ۸٤٠۵+‏ -4 . إذا كانت 
R “a + R)‏ لمع [e. a]‏ > فإن ؛ قابلة للتكامل على [4 ,:] والتكامل حداً بحد 


٤ a ( = a) dx = a, = a) dx. (D 
: البرهان‎ 

هذه النتيجة هي نتيجة مباشرة من النظرية 11.7 والنظرية 12.3. 

يمكن استخدام طريقة التكامل حداً بحد لحساب بعض الجامیع الهمة وهذا ما نوضحه 


في المثال التالي . 
مثال 12.4: 
أحسب ) )8 . نبدأ بالتسلسلة الهندسية المعروفة 
20 

)0 1 0-1 دز رم 
k=0 ۳۹‏ 

باستخدام النظرية 12.4 يمكن إجراء تکاملها حداً بحد. 
اد 

3 log |1 - ا«‎ if -1 > <|. (3) 
0 k +1 


با أن هذا صحيح لكل × في (1,1-) يمكننا التعويض عن * بالعدد في (3) ونحصل 


على : ) 

2 2 

5 5 

5 k +1 

ل 0 1 

بوضع [ بدلا من 1 + 1 نستنتج : ۵ 2y‏ 
من الواضح أن هذا یکانیء الجموع المطلوب . 
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في المثال التالي نقوم ببحث قابلية متسلسلة القوى للتفاضل . لكي نستعمل النظرية 11.8 
نحتاج إلى معرفة ما إذا كانت متسلسلة المشتقات تقاربية بانتظام آم لا. وهذا الغرض لا بد 
أن نبرهن نتيجة أولية تقارن بين متسلسلة القوى ومتسلسلة مشتقاتها. 


نظرية مساعدة 12.2: 

لأي متتالية (5) ولاي عدده» متسلسلتاالقوی ۴( - a (x‏ > 
و ۲ (1 - ۵) ۲۵ < فا نصف قطر التقارب نفسه. 
الرهان : 


لنفرض أن ۸ء ۸ هما نصفی قطر التقارب للمتسلسلة "(ه - ) ,۵ ل والتسلسلة 
ره - 2۵0 على العولي. إذا كان 8 >ه- »| فان 
“زه - ») ,ها < تقاربية تقارباً مطلقاً. إذن فان 

> أله )يه‎ = (x, ~ a) a, (x, - a) 
ایض تقاربية تقارباً مطلقاً؛ لأن المتسلسلة اليمنى مهيمن عليها بالمتسلسلة‎ 
اه ديح يه 5 . بماآن “له- ») ,4 < تقاربيةو 48> إه - ,»| فإن‎ 
0 


لتوضيع أن > نفترض أن “(ه )۵ > تقاربية تقارباً مطلقاً ونستنتج أن 


ka, (x, - a)‏ > متقاربة مطلقاً لكل × حقق اه - |x,‏ ج اه - يه . لندرس 
الآتي: 
k-1‏ 
k ۱ XK ~a ِ 1 5 1 1‏ | (ه- 2 ka,‏ 
x, ¬ al‏ اه - ,دا 2 2 a)‏ - ,)۵ 

عندما یکون : 

أه - يدا 

r= <1. 
X1 a| 


یما ان 0= هن للماذاك). نری أن |“( - ر ,۵ < مهيمن عليها 
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بالمتسلسلة |“(2 - ,*) ,| < . هذا السبب فإن المتسلسلة الأولى تتقارب مطلقاً كلما 
كانت التسلسلة الاخيرة تقاربية تقارباً مطلقاً. أي أن '۸ > ۸ . هذا يكمل البرهان بأن 
2۲ . 

لاحظ أننا لم نبرهن بأن متسلسلة القوی ومتسلسلة مشتقاتها ها بالضبط فترة التقارب 
نفسها. نستطیع أن نستنتج أن شا نصف قطر التقارب نفسه. ولکن سلوك کل منیا عند 


نقطتي ماية الفترة قد يختلف. 
مشال 12.5: 
المنسلسلة (ج )2 والمنسلسلة ا |< فعا نف قط شارب ف 


1 > 2 » ولكن الأولى تتقارب على [1 ,1-] بينا الثانية تقاربية فقط على (1 ,1-]. 
الآن نستطيع برهان أن متسلسلة القوى دالة قابلة للتفاضل . 


نظرية 12.5: 


3 


لنفرض أن Za, (x - a)"‏ ذات نصف قطر تقارب 2 و (۵ - ,۵ ر2 دوم 


محم 


لكل « في (8 + 848 - 2) . إذاً ۴ قابلة للتفاضل هناك كا أن التفاضل حداً بحد 


: 07 
۳ aX > a] = 2 5 (k= a 
= 2 ka, (x = 8 (4) 
: الرهان‎ 


النظرية 12.3 والنظرية المساعدة 12.2 يؤديان إلى أنه على كل فترة جزئية مغلقة للفترة 

R(‏ +848 -4) , تكون التسلسلة ۰" ((ه - ) k4,‏ < تقاربية بانتظام . أيضاً من 

الواضح أن كل حد من “(2 - ») ,208 قابل للتفاضل. والمسلسلة تقاربية عند كل نقطة 
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من (ظ + 48 2 - ۵) . إذن تتحقق فروض النظرية 11.8 على كل فترة جزئية مغلقة من 
المترة R(‏ + 268 -0). لهذا السبب نستنتج أن مشتقة الجموع يساوي مجموع 
المشتققات. بما أن الاستنشاج صحيح على كل فترة جزئية مغلقة من الفترة 
R ٤۵ + 8(‏ -) وأن كل × في (8 +848 - 4) يقع في فترة جزئية مغلقة من 
٤۵ + 8(‏ 5 - 4) » نستنتح أن (4) تصح على کل (8 +۵ 5 - 6۵). 


نتيجة 12.5: 


إذا كانت : 


(x - a)‏ 2 2 = وم 
لكل × في (ظ + »5 - 2) . فان ؟ متصلة هناك . 


اليرهان : 


هذا البرهان نتيجة مباشرة من النظرية 12.5. من الممكن أيضاً برهنة هذه النتيجة مباشرة 
من النظرية 12.3 (انظر التمرين 12.2.7). 


كما في النظرية 12.4» نستطيع استعمال النظرية 12.5 لحساب مجموع بعض أنواع معينة 
من التسلسلات التي لها علاقة بمتسلسلات معروفة. 


مثال 12.6: 
]۲ ۲ 
آحسب (2) . نبدأ بالتسلسلة الهندسية 
k=1‏ 
1 > ۷ > 1- از بت دم 
عدا 1 k=0‏ 
ناغذ التفاضل نخدا نحن 
: 2 
k=1 (1 -— x) 7‏ 
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ونضرب الطرفين في ×: 


5( يحت لو بر 


با أن (5) صحیح لكل × في (1 ,1-)ء نستطیم أن نعطي = × . لتحصل على 


تمارين 12.2 


1 أحسبالمجموع × (1 +) 2 


22 آحسب الجموع + که “برو 1-32 


1 1 1 كن )ا ات 
3 + -1=) م ) > = 2ا 


CaN ٩ 
برهن أنه إذا كانت ع دالة فياسية على ۵1 , فإن التسلسلة “(2 - *) ,۵ < والسلسلة‎ -6 
)ع يه < هیا نصف قطر التقارب نفسه.‎ ) - 9۳ 
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7 أعط برهاناً مباشراً للنتيجة 12.5 وذلك باستعمال النظرية 12.3 وليس باستعمال النظرية 
1245 


Taylor Series مسلسلة تایلور‎ 3 


موضوع هذا البند مألوف أيضاً لدی الطالب منذ دراسة مبادیء التفاضل والتکامل. 
وتختلف المعالجة هنا عن المعالجة التي درسها الطالب في مبادیء التفاضل والتکامل ؛ لأن 
اهت‌امنا الأول هو قضايا التقارب وخواص نباية الدوال فضلا عن تمثيل دالة معينة بمتسلسلة 
تايلور. أولاً تأخذ بعض الملاحظات عن النظرية 12.2 والتي تسمح لنا بتعميم استنتاجانها. 
نظرية 12.6: 

لنفرض أن (22,)8-8 الها نصف قطر تقارب 2<0 
و “زه - »)يه 2 = (40 لكل × في (8 + 842 - ۵ فان ۴ لها مشتقات من كل 


۲-0 


الرتب داخل R(‏ + 242 - 8) ولکل ۲ 


0 
)1( لك = a‏ 
هذا السبب فان لكل × في ٤4 + R(‏ ۸ - 4) یکون: 

9 03 
)0 ر ® 2 = 10 


الرهان : 

با أن النظرية الساعدة 12.2 ثضمن ثبات وعدم تغير نصف قطر التقارب لتسلسلة 
الشتقات. نری آنها آیضا تتقارب لدالة قابلة للتفاضل على (8 + 2642 - ه) . وهذا 
السبب فإن متسلسلة الشتقات أيضاً يكن تفاضلها حدا بحد لتعطي : 

k (k - 1) a, (x - a)‏ به = وماج 
k=2‏ 
(ذا کان  .xE (a - R “a + R)‏ 
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ور 
a) (3‏ -ي)ية )1 + (kn‏ . 2 = () 1۳ 


هذه الصيغة صحيحة في كل R4 + R(‏ - 4) . وبالخصوص عندما 8 =× 
التساسلة (3) دات حد واحد غير صفري وهو :(k = n)‏ 


]۳)0( = < 3 


لهذا السبب فإن العادلتین (1) و (2) صحیحتان والنظرية قد برهنت. 

الرمز )© یستعمل للدلالة على تجمع کل الدوال التي لها مشتقة نونية متصلة على 
الفترة 1. 

یقال للدالة التي ها مشتقات من کل الرتب على الفترة 1 بأنها تنتمي إلى الفصل (01355) 
(0)*© . هذا الرمز يقرأ © ما لانهاية على 1». لاي عنصر من (8 + 6۳-49 
نستطيع أن نحدد العاملات (,ه) من (1) وتکوین متسلسلة القوی التي مرکزها ۵. هذا 
النوع من متسلسلة القوى يسمى متسلسلة تايلور للدالة 8 حول 4 في الحالة الخاصة 

۱ 5 ۱ f ۳ 0 د‎ 2 

0 = ۰۵ فان متسلسلة القوى »|0 ]2 تسمى متسلسلة ماكلورين 1۵0۱۵710 


.] للدالة‎ series 


من الهم ملاحظة ننا ل نقل أن المعادلة (2) صحيحة عندما تكون ٤‏ في 
R)‏ 01۵-۵ وقد أثبتنا وجود متسلسلة تايلور للدالة 1 حول a‏ لكن لم نبرهن 
تقارب هذه المتسلسلة (إلا عند ه حيث التقارب تافه) ولا نستطيع قول أي شيء مقنع حول 
مجموع متسلسلة تايلور حتى لو عرفنا أنها تقاربية (انظر تمرین 12.7). 


إذا كانت ؟ تساوي مجموع متسلسلة قوى خلال فترة (a - R “a + R)‏ حيث 0 < 1۲ 
فإن ] تسمى دالة تحليليئة (عناترلههة) في (8 +248 - 4) . هذا هو فصل الدوال اي 
تحقق فروض النظرية 12.6 . نستنتج من هذه النظرية أن معاملات متسلسلة القوى لا بد أن 
تعطى بالمعادلة (1) والمعادلة (2) ) صحيحة لكل × في 10 +242 - 8). 

بهذا نكون قد برهنا أن متسلسلة تايلور للدالة ؛ حول ۾ هي التسلسلة الوحيدة والتى 
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بز ز 2 a a‏ ز 2 ز 2 ز 0 ز ز2 7< 7 ز ز 2 ز 2ز2ز 2ز2 2 ز 2 212 1 1 1 12 ذا 17110000 


منتدى افريقيا سات 


يساوي مجموعها (10 خلال الفترة المفتوحة والمتمركزة حول 8. تعرض هذه المعلومات في 
المفترض التالي . 
مفترض 12.1: 

إذا كانت ۲ دالة تحليلية على (8 + 48 ۸R‏ - 4) » حيث 0 < ۰1 فان متسلسلة القوى 
ذات الجموع ؟ لا بد وأن تكون متسلسلة تايلور للدالة ؟ حول 8. 

الآن ندرس العلاقة العکسية ونوضح چشال أن الدالة يمكن أن تكون في 0701۵ من 
دون أن تکون تحليلية . 
مشال 12.7: 


إذا كانت الدالة ۴ معطاة كالآتي: 


1)«( = 


نان ! في (07)8 ولکن : لا تساوي متسلسلة ماکلورین غذه الدالة. ان قابلية الدالة ؟ 
للتفاضل واضحة عند كل قیم « ما عدا الصفر. نؤكد أن لكل ۲ الدالة 0 = (1)0 وهو 
ما یتضمن أن معاملات متسلسلة ماکلورین مطابقة للصفر. بالرغم من ذلك فان هذه 
السلسلة بالتأكيد متقاربة (إلى الدالة الصفریة)» ومجموعها لا يساوي . 


شين أن 0 و أولاً نستخدم قاعدة هوبيتال عدة مرات لإجراء الحسابات 
ب و 3 هوي مرات لإجر : 


: التالية‎ 
لوكت‎ Kk ۷-۱ 
: x kx 
lim 5 ,الا‎ ۳ = lim, ET 
x =3 7 
al x 6 2 6 (4) 
-k+2 
kx 539 
= lim lim, 
0 1۳ 0 1/x 
2 3 
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f(x) — 100( e 
f(0) = lim, ) : = lim, =0. )5( 
ع‎ 0 ۹ 
للمشتقة من الرتبة > یکون‎ 
۳-۱ ۸۳-0 
7 )0( = lim, (6) 


لبرهنة هذا التأكيد بواسطة الاستقراء الرياضي يمكن أن نفرض أن 0 = (0) ٠‏ وهو 
يسمح لنا بكتابة (6) على شکل : 


> 07) 


۲ 3 
حم lim,‏ = اليس 


عندما 0 ۰۶ نحصل على ( ۳ بإعادة تفاضل الدالة ٠"‏ والذي يعطينا في 
الأغلب “2 من الحدود. حيث كل منها على شكل “اع ۳ × . إذن.بواسطة الحسابات 
السابقة 5 (4) فإن: 
)6 ۱ 
اا ڪڪ lim,‏ 
Xx‏ 
ويكون برهاننا قد اکتمل . 
أيضاً من المحتمل لدالة في C”)8(‏ أن تکون ها متسلسلة تايلور غير تقاربية (ما عدا 
عند ه, والي يكون عندها التقارب تافهاً 16:141). تكون مشل هذه الدالة أكثر تعقيداً من 
الدالة التي رأيناها في المثال ۰12.7 لهذا السبب لن ندرس دالة من مثل هذا النوع هنا. 


للقارىء الذي يرغب في دراسة مثل هذا النوع من الدوال عليه أن يطلع على المرجع : 


Gelbaum and Olmstead, Counter Examples in Analysis (San Francisco: Holden - 
Day, 1964), p.68. 
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ارين 12.3 
0 وضح أن کلا من الدوال التالية ليس فا متسلسلة ماكلورين: 


f() = x )1( 


x. if x>0. x. if x>0. 
= f (ج)‎ > ٠ (ب)‎ 


. € N حيث‎ 


: استعمل المعادلة (1) لايجاد متسلسلة ماكلورين للدوال التالية‎ - ٠ 


f(x) 2 (ب) ۰ وم‎ f(x) = e”. رل‎ 
f() = log )1 + x). (د)‎ f(x) = sin x. (ج)‎ 
(e+e) 
f(x) = cosh x = (ھ) لسالس‎ 
2 
f(x) = sinh x ۹ ۰ (و)‎ 
2 


The Remainder Term الحد الباقى‎ 4 


الآن وبعد أن أثبتنا أن فصل الدوال التحليلية فئة جزئية فعلية (#۲مهإم) من “© فإننا 
برغب في تطوير بعض الطرق لتعيين ما إذا كانت الدالة مساوية لمجموع متسلسلة تايلور 
المناظرة ها أم لا. لنفرض أن ؛ دالة على (8 + 48 2 - 8) ”© ونعرف: 
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n~} 


> = مو 


k=) 


(k) 


f(x) - (۰‏ = لايس 


إن (5,08 هو مجموع « من الحدود الأولى من متسلسلة تايلور للدالة ۴ حول 2 و(1,)5 
يسمى الحد الباقي من الرتبة «. من الواضح أن: 


إذا وفقط إذا كان: 


lim, R(x) = 0. 


هذا فان ۴ دالة تحليلية على (18 + 48 ۸ - 2) إذا وفقط إذا كان 0 = (٭),۸ ,سنا لكل × 
في 8 + 8۵ - ۵). 
لقد رأينا المجموع (,5 في الفصل السادس عندما سميت النظرية 6.6 بصيغة تايلور 

مع امد الباقي والتي أكدت أن: 

م 
)ا( "رھ ۳ے + و5 = f()‏ 

n! 
حيث لتم توجد بين 2 و" وكذلك هم فهي محصورة بين × وه. في الحالة العامة تؤكد‎ 
صيغة تايلور أن ] في (8 +242 - ۵) "© . لهذا السبب فانه لكل « ی‎ 
تکون‎ )a - R ٤a + R) 

f() = S,(x) + 1۰ 


«حیث يعبر عن (8,05 بالصيغة الصريحة. في هذا البند نحصل على ثلاث صيغ مختلفة 
للحد البافي . الأولى هي نتيجة تم برهانها في الفصل السادس والتي تسمى صيغة تایلور. 

وسنعرضها هنا بدون برهان مستعملين المصمطلحات والرموز التي استعملت في هذا 
الفصل . 
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نظرية 12.7: (صيغة لاجرانج ل (Lagrange form of R,‏ . 
إذا كانت f‏ في (2 + 8۵ - )© و» في (ظ + 42 ۸ -۵). فإنه يوجد عدد يلم 
بين × وه بحيث يكون 


(x (۰ (2)‏ ل = )يع 


n! 
الصيغة الثانية للحد الباقي تعبر عن ,۸ كتكامل محدود.‎ 
. (Integral form of R, نظرية 12.8: (الصيغة التكاملية ل‎ 
إذا كانت ؛ في 10 + 8۵ -ه) © و×في (ظ +8۵ - ۵ فإن:‎ 


1 
إ(1-م) 


dt. (03‏ الك“ ون 7[ = ,8 
المرهان : 

إن اتصال «استمرارية) الدالة ؛ يسمح لنا باستخدام النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل 
لكتابة : f(a) = 1 f(D dt,‏ - (0؟ 
وباستخدام التعويض ] - ×= ۰۷ نحصل على : 


1)») - f(a) = " F(x — u) )- du) 


الأن نستخدم التكامل بالتجزيء عدداً من المرات للحصول على 
u) du‏ - ل 4 f(x) - f(a) = [u. f(x - Wl‏ 
f'(a) (x - a) + J ure - u) du‏ = 
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f(a) (x - a) + 1 ِ ۳۳ 01 + ( (r - u) du 


)+ رھ - م( © )+ رھ مه 


م 
روبع | كك ال + ... + f'(a) (x — a)‏ = 
!)1 -م) 
كن 12-3 
به - 6[ ۳ [ 0 
((۱ - ه) 0 


= 8,00 - f(a) + ) 0 JI wc - udu. 


۵-5۸۰] qy [1 «=0 Oar إذن‎ 


وهو ما بكاقء (3) وبذلك يكون البرهان قد اکتمل. 


يمكن اشتقاق الصيغة الثالثة للحد الباقي من الشکل التکاملی وذلك باستخدام نظرية 
القيمة الوسطى للتكاملات (تمرين 7.2.7). با أن الدالة )09 ' "0 - ») دالة متصلة 


على (18 +142 -  )۵‏ فإنه يوجد عدد ,© بين ۲:۵ حيث إن: 


0 6-۱۳ f) dt = (x - e)" 1 0 


بتعويض هذا في (3)» نحصل على النتيجة التالية. 


نظرية 12.9: صيغة کوشی ل ,0۲15 (Cauchy form‏ . 


إذا كانت f‏ في R٤۵ + R(‏ - 006 و×ني (8 + ٤۵‏ ۴ -0) » فإنه یوجد عدد 


,© بین 8 و × بحيث يكون: 
۳ع 
(e) | )‏ 


IT - "لك‎ (x= a). (٩) 


336 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


5 متسلسلة تايلور لبعض الدوال الأولية 


Taylor Series of some Elementary Functions 


البند الأخير لهذا الباب يتكوّن من عدة أمثلة في كل حالة نيرهن على أن بعض الدوال 
الأولية المعروفة تساوي مجموع متسلسلة ماكلورين الناظرة لها (قارن مع تمرين 12.3.2). 
مثال 12.9: 
إن كثيرة الحدود ‏ دالة هى تحليلية على 2 . إذا كانت: 
بمة + P(x) = a + ... + aX‏ 
وبعد القيام بعملية سهلة نستطيع توضيح أن : 
يدوع ۳۳0 لکل .k>N‏ 


إذاأً معاملات الدالة كثيرة الحدود تكوّن معاملات تايلور ال (1 + ۸) الأولء وبا أن 
0 = (۳ عندما تكون × < ۲ نری أن 0= (80 عندما تکون <2. 
هذا السبب فإنه من الواضح أن : 

lim, R, (x) = 0.‏ 
لاحظ أن متسلسلة ماكلورين للدالة 7 هي ۴ نفسها. 
مثال 12.9: 

إن الدالة الأسية هئ دالة تحليلية على 18. بتكرار التفاضل للدالة "© » نجد أن معامل 

ماكلورين ذي الرتبة » هو ل = بيه (انظر التمرين 12.3.28). إن صيغة لاجرانج 
ل ,۸ هی: 

bin1 

Xx 


e 
R(x) = 
n! 


حيث يكون ,لم بين صفر و*. با أن || > ایا فانه لدينا "اع > "6 لكل «. إذن 
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) بهذا ؛ لأن اللتسلسلة تک < 


20 


۳ > | . أيضاً 0 =( 


n! 


متقاربة لكل ×. لهذا السبب فإن: 


iim, وميه‎ > etim, سلا‎ =0, 


)1( ×( )3 لكل × في ا. 
مشال 12.10 : 


دالة الجيب هي دالة تحليلية على ۸ . بالحساب الباشر للمشتقات المتعاقبة للدالة × «لی 


را : )0( 0 
نجد أن 0 < رة لكل )في و ربعم ية (انظر التمرين 12.3.2 ج) . 


أيضاً المشتقة من الرتبة « للدالة « هذه تكون إما عنه + أو × وه ± ولهذا فان الحد المطلق 
ها لا يتعدى 1. إذن صورة لاجرانج ل (٭),۸ يحقق 


n 

ی 56 x‏ : 
ونعرف أن 0 = ۳ مستا » وفذا فان 0 = يه ,ا , 
إذن فان : 

۱ k 

1-( 
2( الى لششد ير و لكل × في ۴ . 

(2k +1)!‏ مب : 
مثال 12.11: 


الدالة المعطاة بالصيغة (1 + >) ۱0۵ هي دالة تحليلية على (1,1-). التفاضل المتكرر 
يعطي : 


0 ۲-۱ 1(۴-) د رم إذا کان 1- < 
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ولهذا فان معاملات ماكلورين معطاة كالآتي: 
= إذا كان 0 < 6. 


(انظر التمرين 12.3.2 د). لتوضيح أن 0 = (×),۸ ,”ذا » نشتق صيغة خاصة ل (×),۴ 
(فارن ذلك لتمرین 12.2.5). ندرس الجموع الهندسي : 

0( 1 1 تن -) 1 ۱ 
غ +1 1+4 (-) -1 0 


إذا كان × في [1,1-) » فإننا نستطيع إجراء التكامل من صفر إلى × لنحصل على : 


5 dt ۴ 2 E 
0 ET 30 ]1 - جع‎ Ê +... +) 


2 x t 
۳1 ۳ 
(1) 1 1 + غ+‎ df, 
والذي يكاىء‎ 
2 3 ا‎ 
E بكس‎ 
1-1 
۳ ۳ 
+ و‎ 
5 م‎ 
ةد‎ + (1(7 1 
لت‎ + (1) / 1 
x 1 : ادن فان‎ 
= Tr © 3 
اق‎ 
)3( وهذا فان‎ ( E (<7 إذا كان 1 > > 0 . فان ×> 0>۲ يؤدي إلى‎ 
: تحقق‎ 
# وس‎ ۹ 
بت = ل > اهب«‎ 
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والذي يوضح أن 0 = («ايظ رصنا . إذا كان 0> × >1- u‏ فإن ۱60 > »× 


يؤدي إلى : 
احم 9-1 
| عب | 
x)‏ + 1) 1+1 
وطذا فان (3) تحقق : 
a) 5 x 1‏ سس ۳0 < ا( 2 
x 0 (1 + x)n (1 + x)n‏ + 1 م 
إذن 0 = ,۱۳,۲ لکل × في [1,1-). و 
k+1‏ 
ك 
4( أ مكب > = log (1 + x)‏ 


(دا كان 1 > ۷ > 1-. 

لاحظ آننا برهنا على أن (4) صحيح عند 1 = × كا هو صحیح على (1,1-) . بالرغم 
من أننا لم نقل بأن log (1 + x)‏ دالة تحليلية عند نقطتي خباية الفترة مثل 1 = ٠»‏ ولكن 
نستطيع أن نعوض عن 1 = × في العادلة (4) لنحصل على الجموع الهم الآتي : 


3 k+1 
-1 
ار به = 2 هما‎ 
k= k 
لهذا رأينا أن مجموع المتسلسلة التوافقية المتعاقبة هو لوغارتم العدد 2 (هذا هو تأكيد التمرين‎ 


.))5 


تماربن 12.5 


1- برهن على أن دالة جيب التمام {cos x)‏ دالة تحليلية على ا ولكل عدد حقيقي × 
یکون : 
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2 برهن على أن دالة الظل العكسية ( (3:13008) دالة تحليلية على (1 ,1-) ولكل × 


ف 11 1-] 
3 ۳ 
2 1 
سحت ره = arctan x‏ 
2k + 1‏ د 
(إرشاد : خد مفكوك 3 a+‏ كمتسلسلة هندسية وکامل قارن ذلك 
t‏ 
بتمرین 4 
١‏ اوجد متسلسلة ماكلورين للدالة × صو( ۳ = )1 ووضح أن ؛ دالة تحليلية على 
.R‏ 


4 أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة المعطاة كالآتي: 


f(x) = e dt. 
.)12.9 (مساعدة: عوض - بدلا من × في المثال‎ 
: و أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة العطاة كالآتي‎ 


0= f sin Û dt. 
. | أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة ”٠ء = (10 ووضح أن ؟ دالة تحليلية على‎ ٠ 
. 8 ووضح أن ؟ دالة تحليلية على‎ 10( = ٠“ أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة‎ 7 


8 أوجد حاصل ضرب كوثى لتسلسلتى ماكلورين لكل من × 518 ,× 605 واستخدمه 
لرمنة أن لكل × في 6 × دم × هنة 2 = ٭2 هأ . 
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الفصل الغالت عر 


13 


Metric Spaces and Euclidean Spaces 


Metric Spaces الفضاءات المثرية‎ 1 


موضوعنا في هذا الباب مزدوج: لد نرغب في وضع أساس نظرية الحساب متعدد الأبعادى 
ونريد هذا الأساس أن يكون عاماً بدرجة كافية لكي نتعرف على بعض المفاهيم النهائية في 
صياغة مجردة. وني هذه الحالة فإن مصطلح «مجرد» يعني أن موضوعات دراستنا لا يجب أن 
نكون أعدادا أو حتى ذات خواص حسابية مثل الأعداد. والخاصية التي تعتبر هامة وأساسية 
لفكرتنا عن النہايات هي : مفهوم البعد بين العناصر. وكل مفهوم للنهاية رأيناه حتى الآن 
كان مؤسسا على سؤال ما إذا كان عددان ما قريبين بدرجة كافية من بعضها عند تحقق 
شروط معينة. ولذا فان تجريدنا سيتجلى في منظومة يطلب أن يكون لعناصرها ‏ فقط - 
خاصية «البعد بين زوج من العناصر». وفيا يلي سيرمز بالرمز × × × إلى مجمل كل 
الازواج الرتبة لعناصر × أي أن: 


yex}.‏ و 2 ع : (۱,))  <‏ بر کر 


تعريف 13.1: 


الفضاء المتري (القياسي) هو: منظومة تتكون من الفئة × التي تسمى عناصرها بالنقط, 
ودالة 4 ونطاقها هو كل × × × ومداها (©* > ۰10 بحيث تتحقق لما الخواص التالية: 


)0( 0= (« ,40 إذا وفقط إذا كان با ع + , 


343 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


x. (= .<( . )(‏ كل ۷ في . 
(ii)‏ (2 .)3 +( .نل > (6.2 لکل 7 في 

وهذه الخواص الثلاث تعتبر طبيعية للغاية لفكرتنا الحدسية عن البعد (00>6ادنه) وتؤكد 
الخاسية () عل أن أية نقطة تيعد بمسافة صقر عن نفسها ولا توجد نقطتان مختلفتان 
تبعدان عن بعضه| بمسافة صفر. والخاصية (11) هي خاصية التماثل (رإامص"رء) الي تؤكد 
على أن البعد مه ن النقطة × إلى النقطة ۷ يجب أن يساوي البعد من لإ إلى *. ومعنى الخاصية 
الثالثة أقل وضوحا: وهي تسمى بالتباينة الثلثية؛ لأنها تؤكد ف صياغة مألوفة جداً على أن 
طول أ ضلع في المثلث لا يفوق مجموع طولي الضلعين الآخرين. وفي فضائنا المجرد. فان 
دالة البعد له وفقا للخاصية () تعطی دائ) «أقصر بعد» بين نقطتين؛ لأنه إذا سرنا من × 
إلى 2 عن طريق نقطة ثالثة ما بن فإن المسافة الكلية (0)0.2 + (ر.»)ل هي على الأقل 
مساوية ا للبعد المباشر» (2 .»)ل. 1 

وقبل تطوير أي نظرية من , نظریات الفضاء المتري نعطي بعض الأمثلة لتوضيح التعريف. 
والمثال الأول ربا يكون أكثرها طبيعية . . وهو مؤسس على مجموعة الإحدائيات الک‌ارتيزيق 
وصياغة الهندسة الاقليدية المستوية. وكذلك المنظومة التي نرى فيها الأشياء والأبعاد في أسهل 
طريقة . 
مثال 13.1: 

نفرض أن × هي ۸| × | فئة كل الأزواج المرتبة للأعداد الحقيقية» ونعرف ف کا 
ی 

ادا كانت (,<..,ع) =× و ایا فان 


() 5 
ید - یه + رد = بم ]ع d%.y)‏ 


كن حذراً فيا یتعلق بالرموز, فالادلة التحتية لا تشير إلى النقطة الأولى أو الشانية وهو 
الأمر الشائع ف معظم الكتب الأوليةء وإتمايكون لكل نقطة م «احداثي أول» 
ر«احداثي ثاني» ,م. 

وكا نرى في شكل ۰13.1 فان البعد (« .»)ل معطى بنظرية فیتاغورث, ويوضح شكل 
2 متباينة الثلت, والخاصيتان (()» (ن) واضحتان. 
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Yi EYe Ys) 


4 ¥ 


XK: (Xo, Xs) 


شكل (13.1) 


J: Yu 


2: (xı Xx) 


شکل (13.2) 


مثال 13.2: 
نفرض أن × هي ۸| ونعرف ‏ بالصيغة: 
)2( از - »| = (۷ .46 
لكل ١‏ ,* من 12. وحيث إن العدد إل - »| يمثل البعد بين النقطتين. على خط الأعدادء 
المناظرتين للعددين ۷ ,جى فان هذا هو التعريف الطبيعي لليعد في *. 
وتتحقق الخواص (111) .(11) .(1) كما هو واضح . 
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مثال 13.3: 

نفرض أن ۵ = × فئة الأعداد القياسية ونعرف ل بالصيغة: 
|x - ۱ (3)‏ = روبعل 

لكل «٠×‏ من © وحيث إن © هي فئة جزئية من فان حقيقة مق الخنواص 
(i), (i), (ii)‏ جميع 2 من ۸ يضمن تحقق هذه الخواص لجميع 2 من @. 
ويوضح الثال 13.3 حقيقة عامة عن الفضاءات المترية التي تكون مفيدة أ أحياناً في الأمثلة . 
ونصيغها هنا بوصفها مفترضاً تج صحته مباشرة من تعريف الفضاء المتري . ومفهوم الفئة 
الحرئية : 
مفترض 13.1: 

إذا كان × فضاء مترياً بدالة البعد ل وکانت ۷ فثة جزئية من × فان ۷ فضاء متري 
بدالة البعد ۵ حيث يكون نطاق ل مقيداً الآن بالنطاق ۷ × ۷ 


وقبل الانتهاء من هذا البند نقدم مثالا إضافياً على الفضاء المتري . وإذيبين هذا المثال 
تعریفا متطرفاً لدالة البعد ٠‏ لكنه يظل مق خواص دالة | البعد المثرية . 


مثال 13.4 : 


نفرض أن × هي أية فئة (غير خالية)» ونعينٌ الدالة المترية المنفصلة 4 (diserete metric)‏ 
بالصيغة : 


#۷۰ و[ 
d(x, ۷( = (4)‏ 


0, ۶ 2 ۷۰ 


لجميع ۱ من . ومن الواضح من ( (4) أن (1) و (1) تتحققان . وللتحقق من (11) نأخذ 
أية نقط ۲ في . إذا كان 0 > (2 ,۰0 فان (نز) تکون واضحة اما (تافهة 
(trivial‏ , . تفرض أن 0< 2 .»)ل عندئذ تؤدي (4) إلى أن < »× وأن | = z)‏ بعل 


والان 2 ۶ × تعني أن لا يكن أن تكون مساوية لاي منبياء ومن هنا فإن واحداً على 
لاقل م ن البعدين (2 ٩0۷,‏ و (نا .)ل يجب أن يساوي [ . ومن ثم فمتباينة المثلث يجب أن 
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نارين 13.1 


ف رین ۱ الف ۲ هی R XIR‏ ل ی و 
۱ .(1) .(1) تتحقق وارسم فئة كل النقط × بحيث يكون البعد من » إلى (0 .0( مساویا 


للواحد الصحيح 1. 


d(x, ۷( = ۳ ألا‎ + |x - .ار‎ 1 


د yl.‏ - يذ 2+ ار |x‏ = ( ,40 


d(x, ۷( = |x ~ yl. 3 
d(x. y) = |x, - ابا‎ 0 
d(x, y) = max ۰ N. با‎ - va}. در‎ 
d(x, y) = max {1x ”اور - يها 2 .اود‎ 5 
1/2 
86 لر )+ ر‎ ٠ if x,y. 
d(x, 9 = ۱ ۳ ۳ 
۳ ۱0 دور = را‎ 1 if x ولاك‎ 
5 2ر‎ 
8 لور کو ۴ ات‎ 5 if ولايد‎ 
d(x, ۷( = 
ظ‎ 
|x اس‎ + |x - «اولا‎ 1] X > .ولا‎ 
1/2 
رو - ي) + ”رلو - ال‎ . if x >0yر‎ 20 
d(x, y) = 3 
1/2 
3 “لايم + رو‎ ٠ if x > 0 و‎ 0 


۱[ - أثبت تعميم المتباينة المثلثية لحالة 0 نقطة 
إذا كانت النقاط 4/۲ ..» »۳ في الفضاء التري × فان : 


0 ا م (ن) dx‏ 2 > )”× ره 
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منتدى افريقيا سات 


2 الفضاء النونى الاقليدى Euclidean n-Space‏ 


نقدم في هذا البند فصلا من الفضاءات المثرية يعمم الفضاء المألوف ثنائي البعد. الوارد 
في المثال 13.1. وقد اشتق مصطلح الاقليدي من حقيقة أن الحالة ثنائية البعد هي أساس 
ال هندسة الاقليدية المستوية. 


تعريف 13.2: 


نفرض أن 11 عدد صحهح موجب مثبت» وأن E"‏ وت إلى 2 كل المتتاليات العددية 
(الهائية)* رل,د) = × . نفرض أن ل هي الدالة المعرّفة على "8 × "غ بالصيغة 
12 : 
ax.) = [Z = J. 010)‏ 
وعندئذ تسمى 25 بدالة البعد 4 بالفضاء الاقليدي نون البعد. أو باختصار بالفضاء ‏ 
0 الاقليدي . 


لاحظ أنه في حالة ۱ = ۰ يكون لدينا ۸| = "نا وتصبح (1) على الصورة: 
٩1. ۱( =  - ۷۱ = |× = ۰‏ 
وبذلك فان "تا هو جرد ۱ بدالة البعد العتادة. 
وکل عنصر من ٤"‏ يسمى بالنقطة ویکتب عادة على الصورة: 


۲ بلا‎ = (Ka eX ۳ 


ولکل 48 ...14 -ط یسمی العدد × بالاحدائی ۲ ل *. لاحظ أن الصفة «المترية» 
قد حذفت بعناية في تعريف الفضاء الاقليدي. ومع ذلك فإنّ هدفنا المباشر هو التحقق من 
أن العلاقة (1) للتعريف 2 تعطي بالفعل "12 بدالة بعد مترية. ومن الواضح من (1) أن 
الخاصيتين (11) و(1) من التعريف 13.1 تتحقق, ولكن (111) ستتطلب بعض العمليات 
الجيرية المطولة للتحقق الباشر (الجذر التربيعي يسبب هذه الصعوبة) . 


(#) (التتالیات النهائية) . (الترجم) 
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خرية. وی هذه الطريقة تستخدم صيغة التسلسلات في متباينة كوشي - بونياكوفسكي 5 
ضوارتز (انظر النظر یه 7.10). 
نظرية 13.1: سباي كوشي - بونیا كوفسكي - شوارتز. 


إذا کان كل من × ولي "ع فان: 


n 2n 3 n 2 
2 Xk ك‎ 2> e [> 7] 

k=] 55 ۳۳ 

الرهان: 
ندرس ثلاثية الحدود التربيعية © + 8 + ۸ = (0)0 حيث: 
n n n‏ 
له C=‏ و ,2 DZ‏ - 8 و A= 2> x‏ 
n n 5‏ 

Q(t) = 2 (e + 2, + 7 = 2 5 + vJ > 0. 


.ما أن (0)1 لا يمكن أن تكون سالبة أبداً» فلا يمكن أن يكون لها أصفار (جذور) مختلفة» 
.هكذا نحصل من العلاقة التربيعية المعروفة أن مميزها 4۸6 - ”8 لا يمكن أن يكون 
.رجباً. وفذه المعادلة التربيعية الخاصة يكون 0 > 4۸٥‏ - 8 مكافتاً للمتباينة: 


,0< ل ذم ل د« یت ۷ ۷ >[ 4 


لني تعطي مباشرة متباينة كوشي - بونياكوفسكي - شوارتز. 
لاحظ أن هذا البرهان هو في الأساس نفس برهان النظرية 7.10 للصيغة التكاملية 
متباينة . 
ننيحة (ه) 13.1 : المتباينة المخلثية للفضاء ٤"‏ . 
إذا كان كل من * ,۷۰۷۲ نقطة في "۴ فان 
d(x, z) > d(x. ۷( + 00۷, 2١.‏ 
349 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


ارين 13.2 


| أثبت المتباينة المثلثية ل " من النقاط : إذا كانت: 


e, ٤‏ × × هی ص من النقط في ۴۳ فان 


m 
امد‎ x) > وه ی‎ ex). 
j=2 


١‏ هناك دالة بعد مترية أخرى للفضاء ۴E"‏ تسمى بالتاكسكاب المتري 0هعذ«ه؛) 


: metric) 


با يا 2 = y)‏ ,)17 


أثبت أن "ل تحقق الخواص (:11) و (11) و(1) من التعريف 13.1. 

١‏ أثبت أنه لأي لإ.ءا في ۴ يكون (9.«)*ل > (.«)ل حيث یعرف 4 کا في 
تمرين 2. 
(ارشاد: في حالة 2 = ١‏ يكن أن تكتب: 


d(x. y) = d(x, x') + d(x. y) 


حیٹ (ل۷ا.) = . 


Metric Space Topology طبولوجيا الفضاء المترى‎ 3 


طبولوجيا فضاء النقط تعطینا نظرية نقط النباية وتقارب فثات النقط في الفضاء. وتؤسس 
نظرية التقارب هذه في الفضاء المتري على مفهوم البعد بين النقط. وللفضاءات الأكثر تجريداً 
نؤسس على مجموعة من «الفئات المفتوحة». وقد لا يوجد هناك مفهوم للبعد ملازم لفكرة 
النهاية . وهنا نحن نأخذ التناول السابق ونستعين بدالة البعد التري لنعرف «فثات مفتوحة» 
معينة هي تعميم للفترات المفتوحة في 2 . وخلال هذا البند ستفرض أن × فضاء متري 
دالة البعد 0. 
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تعريف 13.3: 
إذا كانت × نقطة في × وكان ۲ عدداً غير سالب فان 
r}‏ < مل {y € X:‏ = زمار 
تسمى بالكرة المفتوحة ذات نصف القطر ۲ حول ×. 
EX:d(x.y) > 3‏ ۳ = 00 
تسمی بالكرة المغلقة ذات نصف القطر ۶ حول ×. وجوار (0612۱00:0000) × هو أية فقة 
جزئية من × تحتوي على كرة مفتوحة ما حول . 
لاحظ أنه لأية نقطة « من × تکون © = ,۱ 
أي أن الكرة الفتوحهة التي نصف قطرها يساوي صفراً تکون خالية. وكذلك 
(×) = (<)رلا ۰ حيث (۲) ترمز إلى الفئة وحيدة العنصر التى تتكون من نقطة واحدة «. 
مشال 13.5: 
إذا کان ‏ = ۲ = × فانه لأي × من هاء و0 <۲ یکون: 
N(x) < 6۲ ¢ x+r);‏ 


أي أن الكرة الفتوحة حول × هي فترة مفتوحة مركزها «. وبالمثل تكون الكرة المغلقة فترة 
شال 13.6: 

إذا كان ”8 = ۱6 فإنه لأي × من *8. و0 > 7 يتكوّن (۱۷ من كل النقط 
الراقعة داخل دائرة نصف قطرها ۲ ومركزها «. والكرة الغلقة (8)/! تتكوّن من تلك 
النقط الواقعة داخل أو على الداثرة. 
مثال 13.7: 

إذا كان 87 × , فان الكرات المفتوحة والغلقة هي كرات بالعنی العادي» وتتكوّن 
الكرة الغلقة من كل النقط الواقعة داخل أو على سطح كرة نصف قطرها : ومركزها × . في 
حين تتكون الكرة المفتوحة فقط من النقط الواقعة داخل الكرة. 
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تعر يف 13.4 : 
نفرض أن ۸ فئة جزئية من × تسمى النقطة م بنقطة نهاية ۸ (اهنهم 216 ذا) إذا كانت 
دل كرة مفتوحة حول م تحوي نقطة من ۸ تختلف عن ص نفسها. 


١ 
7 5 ۳ 1١ 
۳ عا‎ 0 PP ۱ 
7 2 ۱ 3 ۱ 
5 38 ۱ ١ 1 
/ v3 &L + / 
/ 5 \ 7 Np) 
1 ۱ 
/ یج‎ 
1 ۱ 
1 ۱ 
4 EIS li ¬ جه 4 ل‎ 
۱ 0 VI VE | 
1 
۱ 
١ / 
: 14 
١ 7 
۱ / 
5 7 
2 2 
3 2 N<(0) 
x“ ۳ 
)13.3( ار ۱ ی شکل‎ 
:13.8 مثال‎ 


في تا نفرض أن ۸ هي الفئة (0)یل! . ونفرض أن )77< 2) -ه . عندئذ 
تکون ‏ نقطة نهاية للفئة ۸: لانه إذا كان (م),۸ کرة مفترحة اختيارية حول ص فان 
م,(» تحتوي نقطاً داخل الكرة (۸)0 . على سبيل الشال توجد النقطة 
(v7 - 3 VT + =)‏ في (م) ۱۷ (0) ر۸ (انظر شکل 13.3). اختبر 
المتباينات للتحقق من ذلك . لاحظ أن م ليست في (0)ر۸ وهكذا نرى أن النقطة يمكن أن 
تكون نقطة نهاية لفئة دون أن تكون عنصرا في هذه الفئة . 
مثال 13.9: 

في ۴ نفرض أن هي الفتة (م) لا (20,)0 حيث (2,0) = ص . عندئذ فإن م 
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ليست نقطة نباية للفئة ۸؛ لأن الكرة (ط)ر,۸ لا تحتوي على نقط من ۸ سوى م نفسها. 
وعلى الرغم من أن هذا التأكيد واضح في شكل 13.4 فان برهانه ليس بالأمر السهل . ونثبته 
بالتناقض الآني: نفرض أنه توجد نقطة و في 4 0(0)رر,لا بحيث إن « و . عندئل 
فإن « يجب أن تكون في (2/,)0 ؛ ولذا فإن 1 > (1» 400 وأيضاً فان « في (هایرلا 
ومن ثم فد > (م .۵00 ومن ثم فان التباينة امثاثية تعطينا: 


d(0, p) < d(0, y) + d(y, (م‎ 


1 
وت اس[ > 
2 
Xx‏ 
۳ ۳ ۳« بر 
- 2 
۱۷0 1 
<N,(0)‏ 
سے ١‏ ۳۷ 
rtp)‏ < 2 ۱ / 
١‏ / 1 / 
۱ / ۱ ۱ ۱ 
ال ا ا ۱ 
p: (2.0) /‏ ۱ ۱ 0 ۱ 
2 ۷ 0 ۱ 
کے ۱ 
١ /‏ 
7 ۰ 
مر ۰ 
شکل (13.4) فا 
ولکن استنادا لصيغة البعد فى ”۴ فانْ: 
d(0, p) =2.‏ 


وهذا التناقض يعني عدم وجود مثل هذه النقطة و ولذا فلا تحتوي (0)رر۸ نقطاً من 
۸ ختلفة عن م 

وقد يبدو الشرط بان تحتوي كل كرة حول م نقطة من ۸ تلفة عن م مصطنعاً بعض 
الثثيء ولكنه ضروري لجعل هذا الفهوم لنقطة النهاية متفقاً مع التعريف الوارد في الباب 
الثاني . والأهم أننا نحتاج إلى هذا الشرط للتفريق بين خاصية الوجود «قريباً من الفئة «A‏ 
(أي نقطة النهاية) وخاصية الوجود «في الفئة 4» (وهو عنصر في الفئة) . 
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تعريف 13.5: 


تسمى الفثة 4 (في ×) مفتوحة إذا وجدت لكل نقطة × من ۸ كرة مفتوحة حول × محتواة 
ي ۸. 

وحتی إذا لم تكن الفشة ۸ مفتوحة فقد يكون من الصحیح أن بعض نقطها هي مراکز 
لکرات مفتوحة محتواة كليا في ۸. 

ومثل هذه النقط تسمی نقطة داخلية للفثة ۸ (0أمم ۲منعاها) وتسمی الفئة احزئية 
المكونة من کل هذه التقط الداخلية ب: داخل (0067:0) الفئة ۵ ویرمز لا بالرمز 4°. 
ومن الواضح أنه لأية فثة ۸ یکون ۸ 2 ۸۳ . ومن الصحیح أيضا أن ۸ تکون مفتوحة إذا 
وفقط إذا كانت ۸ 2 ۸° (أنظر غرین 13.3.5). 

ومفهوم الفئة المفتوحة هو تعميم لمفهوم الفترة المفتوحة التي لدينا في 18. ومعظم أمثلة 
الفئات المفتوحة نوقشت في التمارین. ولکننا هنا نذكر قليلا منها. إن الكرة الفتوحة 
(۱۸ هي فئة مفتوحة. وقد طُلِبَ برهان ذلك في تمرين 13.3.3. وأيضاً × من الواضح 
أنها مفتوحة. لأنها تحتوي على كرة حول كل نقطة. والفئة الخالية © مفتوحة, لأنها لا تحتوي 
على أية نقط ينطبق عليها اختبار وجود النقطة الداخلية . 
تعر يف 13.6: 

إن الفئة ۴ في × مغلقة إذا كانت ۴ تحتوي كل نقط نباياتها. 

یوجد مثال سهل للفئة الغلقة هي الفثة الفردة (وحيدة العنصر) (<) (960 (singlet0”‏ « اد 
ليس فا نقطة نهاية. ولذا فلا يمكن أن تفشل في احتواء أية من نقط نبایاتها. وكا نری في 
شرین 13.3.2 يمكن تعمیم ذلك على أية فئة نهائية. وکل الفراغ × هو فئة مغلقة لانها 
بالتأکید تحتوي على کل نقط نایاتها. وبذلك فان × مفتوحة ومغلقة على السواء. وبالثل 
تكون © مفتوحة ومغلقة . وني "۴ فان هاتین الفنتین هما الوحیدتان اللتان تعتبران مفتوحتین 
ومغلقتین . وبرهان ذلك في بند 13.4. وأيضاً تجهب ملاحظة وجود فثات غير مغلقة وغبر 
مفتوحة. كما في الثال التالي الذي يجري التحقق من تفاصیله في تمرین 13.3.6. 
منال 13.10: 

نفرض أن ۴ فلة جزئية من ”۴ تتكون من 


1 1 1 
۵۵ جا زه, جاء 10:0 
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عندئذٍ فإن 0 هي نقطة نهاية للفئة ۴ء وبا آن 0 ليست في ۴ نستنتج أن ۴ ليست مغلقة 
وأيضا النقطة (1.0) ليست نقطة داخلية للفئة ۴ء ومن ثم فإن ۴ ليست مفتوحة. 

إن التتيجة التالية (الواردة في النظرية 13.2) هى العلاقة الأساسية بين مفهومی الفئة 
المفتوحة والفئة المغلقة. ونرمز لمكملة (0621هامتومن) الفثة ۸ بالرمز 8- . وهی اختصار 
للرمز ۸ ~ × وهي كل النقط في × التي ليست في ۸. 
نظرية 13.2: 

الفئة ۸ مفتوحة إذا وفقط إذا كانت مكملتها ۸ - مغلقة. 
الرهان : 

نفرض أن ۸ مفتوحة. لكي نبين أن ۸ - مغلقةء نلاحظ أن أية نقطة « ليست في ٠‏ 
۸۵ - هي في ۸. وحيث إن ۸ مفتوحة. فإنه توجد كرة (2/,)08 محتواة كلياً في ۸. وبذلك 
فان (»)لا لا حتوي على نقط من ۸ - . وبالتالي فان × ليست نقطة نهاية للمكملة أ 
۸ - . وبذلك فان ۸ - لا يكن إلا أن تحتوي على كل نقط نهاینما. 

وبالعكس فإذا كانت ۸ غير مفتوحة, فإنها تحتوي على نقطة مالا وهي ليست نقطة 
داخلية. وبذلك فكل كرة (),۸ لا يكن أن تكون محتواة في ؛ ولذا فان كل (ر),۸ 
تحتوي على نقطة من ه - . وبذلك فإن ر هي نقطة ناية للمكملة ۸ - . وبا أن ر هي 
في ۸ وليست في ۸ - . نستنتج أن ۸ - ليست مغلقة. 

ورا تكون قيمة النظرية 13.2 تكمن في أنها تعطينا طريقة بديلة لإثبات أن فئة ما تكون 
مفتوحة (أو مغلقة) . ففي بعض الأحيان يكون من الأسهل العمل مع مكملة الفئة أكثر من 
الفئة نفسها. فعلى سبيل المثال نعلم مباشرة أن («) - × مفتوحة لأننا نعلم أن الفئة 
المفردة (*«) مغلقة. 
نظرية 13.3: 
البرهان: 

نفرض أن ,۸»..4۸ فشات مفتوحة. وأن × نقطة اختيارية فى 
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,۸ ۲۱ = ,۸ . عندئذ تكون « في كل فئة من الفئات المفتوحة إلى ).۸۰ ولذا 
ال و يوجد نصف قطر موجب ]۲ بحيث إن 4 © (8),لا . نعرف 
ا ...€ 0 min‏ ۲ عندئذ فلكل 0 > k‏ يكون 

C A, C A.‏ )%( فى نكاد 
ومن ثم فان في عض ومبذا نكون قد أثبتنا أن ۸ مفتوحة. 
نتيحة 13.3: 


إن اتحاد عدد نبائی من الفئات المغلقة هو فئة مغلقة. 


البرهان : 
نفرض أن كل من ,48 ...4 ,8 فئة مغلقة. من السهل التحقق من أن العادلة الفئوية 
التالية تتحقق : 


n n 


EF). (0‏ )( عم لا - 


5 ا 

ومن النظرية 13.2 تكون كل من ,۴ ~ في الطرف الأيمن للمعادلة (1) فئة مفتوحة. ومن 
ثم وفقاً للنظرية 13.3 يكون تقاطعها وهو کل الطرف الأيمن للمعادلة (1). فئة مفتوحة. 
ومن ثم فان ۴ لا مغلقف لأن مكملتها مفتوحة. 

ومن الضروري في النظرية 13.3 ونتيجتها أن نقيد المنطوق بعدد نهائي من الفثات . 
ونستعرض ذلك في الثال التالي : 
مثال 13.11: 

ليس من الضروري أن يكون اتحاد لانهائي من الفئات المغلقة فئة مغلقة. فعلى سبيل 
الشال» نفرض أن ,۳ هي الفئة المفردة المتكونة من نقطة واحدة (0» (1L‏ في E‏ . 
والبعد بين هذه النقطة ونقطة الأصل 0 هو . ولذا ينتج أن 0 نقطة نهاية للفشة 
۲ ل . ولكن 0 ليست في 5 ل ؛ ولذا فالاتحاد غير مغلق . 
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ومن السهل اعطاء مثال لعدد لانائي من الفئات الفتوحة التى يكون تقاطعها فئة غير 
مفترحة. على سبيل المثال نفرض (0) ,لا =4 . من الواضح أن 


A, = )0(‏ 8 »> والفئة الفردة (0) ليست مفتوحة. 


نظر ية 13.4 : 
اتحاد أي تجمع من الفتات المفتوحة هو فئة مفتوحة . ظ 
اليرهان : 


نفرض أنه لكل س في فئة ما ۸6 تكون ,۸۵ فئة مفتوحة. (تسمى الفئة )۷ «بالفشة 
الدليلية) «اع؛ «46و» لتجمع الفغات ۷ > ۳ : (A,‏ 
نفرض أن × نقطة في ۸ لا . عندئذٍ تکون × تکون في فئة واحدة على الأقل من 
۳ 


هذه الفثات ولتکن مثالا م۵ © * . وحیث إن 4 مفتوحة فانه توجد کرة () ۷ 


بحيث إن ,۸ لاعيىء (),۸ . ومن ثم فإن ,۸ ل هي فلة مفتوحة . 
0 


uEM 
: 13.4 نتيجة‎ 
بشكل تقاطع أي تجمع من الفئات المغلقة فئة مخلقة.‎ 
الرهان:‎ 
.)13.3.10 البرهان مشابه لبرهان نتيجة 13.3 ويترك كتمرين (تمرين‎ 
وتنبغي الاشارة على وجه الخصوص إلى حقيقة أنه يمكن أن يكون تجمع الفئات في‎ 
النظرية 13.4 والنتيجة 13.4 كبرة كبراً اختیاریا. وكحالة خاصة فان التجمعات يمكن أن‎ 
تحصوي عدداً كبيراً من الفئات بحيث لا يكن وصفه كمتتالية لانبائية من الفئات (أنظر‎ 
. الملحق 8 لناقشة مثل هذه الفئات غير القابلة للعد)‎ 
وضذا السبب نستعين بطريقة الفقات الدليلية ا لوصف التجمع. ولو كتبنا‎ 
ليما لتجمع الفئات لكنا نشير إلى متتالية من الفئات؛, وبالتالي لحددنا مناقشتنا‎ 
وقصرناها على التجمعات القابلة للعد.‎ 
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نعر يف 13.7 : 
إذا كان × هر فان انغلاق (6تنادهك) ۸ ويرمز له بالرمز ۸ هو الفئة المتكونة من 
دل النقط × بحيث تتقاطع كل الكرات المفتوحة حول × مع ۰۸ أي أن: 
( لكل ۶۵,۲0 6:۱۵ = A‏ 


من الواضح أنه لكل فئة یکون ۸ > ۸. 


نارين اع ا سس سس سس 
في هذه التمارين تمثل ۸ فئة نقط في فضاء متري اختياري ×. 

١‏ - أثبت أنه إذا كانت م نقطة نباية للفئة ه. فان كل كرة مفتوحة (م).۸ تحتوي على 
عدد لانہائی من نقط ۸ . 

° أثبت أنه إذا كانت ۸ فئة نهائيةء أي أن ۸ تحتوي فقط عدداً نبائياً من النقط فان ۸ 
ليس هما نقطة نهاية . 

١‏ أثبت أنه لكل × في × و0 ١<‏ تکون (۸,6 فئة مفتوحة. 

١‏ أثبت أن ۸° هى أكر فئة جزئية مفتوحة للفئة ۸ أي أنه إذا كانت 8 فئة مفتوحة 

بحيث أن ۸ 8 فان ۸ 8. 

د ۔ أثبت أن ۸ مفتوحة إذا وفقط إذا كانت ۸° = 4. 


0 قدم تفصيلات برهان التأكيدين الواردين في مثال 13.10 . 


7 "أبنت متساوية الفثات (1) المستخدمة في اثبات النتيجة 13.3. 


١‏ _ أثبت متساوية الفئات: 


ريمع ()حيه [] - 


۰۸ AEA 
. ا _ أثبت أنه يمكن كتابة ۸ كاتحاد لتجمع من الفئات المغلقة‎ 
.13.4 أثيت النتيجة‎ - 0 
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11 - بین أن انفلاق (۸,)0 في ع هو (۸)0. 

2 - نفرض أن © فئة جزئية من ”۴ تتكون من كل النقط (ر×.») = × بحیث 
يكون كل من × ریاد أعداداً قياسية. ما هو © ؟ وما هو "(02) ؟ 

3 آثبت أنه ۸ فة مغلقة. 

14- أثبت أنه ۸ هي أصغر فئة مغلقة تحتوي ۰۸ أي أنه إذا كانت ۴ فتة مغلقة بحيث 
إن ACF‏ فان CF‏ ۸ . 

5 أثبت أنه إذا كان ا يرمز إلى فشة كل نقط النبایات للفئة ۸ فان ا فة 


6 أثبت: إذا كانت وآ معطاة ىا في التمرين 15 فان ,آلا ۸= ۸. 


Connectedness الترابط‎ 4 


سس سس 
ندرس في هذا البند ظاهرة الفئة التي لا يمكن أن تکون «متفصلة طبيعياً» إلى فين 

جزئيتين أو أكثر. ويوحي لنا غموض العبارة «منفصلة طبيعيأ» بأنه ليس من السهل اعطاء 

تعريف دقيق للخاصية التي نريدها. وسنعرّفها بالفعل بصياغة أولية عندما لا يكون للفئة 

هذه الخاصية . 

تعريف 13.8: 


الفئة 5 في الفضاء المتري ) غير مترابطة )disconnecte4(‏ إذا وجدت فثتان غير خاليتين 
وي و,5 بحيث إن 


SUS, > 5 


٩5-۵ (1)‏ و 5,۵ ؟. 


إذا 1 تكن 5 غير مترابطة. فإنها تسمى بالمترابطة (00260160ع). 
ونقول: إن الفئتين 8 ,۸ منفصلتان (0«نمزونه) إذا كان 6 = ۱۲ ۸ . ومن الهم 
أن نلاحظ أن الفثتين ر5 و ,5 في (1) تحققان خاصية أقوى من کونا منفصلتن . فلا يجب 
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بنط ألا تكون ,5 و ,5 محتويتين لأية نقط من الفئة الأخرى» بل يجب أيضاً ألا تحتوي كل 
منیا على أية نقطة خهاية للفئة الأخرى. 
وهذا الشرط الإضافي هو الذي يعطى للتعريف 13.8 قيمته ومعناه؛ لأن أية فئة تحتري 
على نقطتين أو أكثر يمكن أن تكتب كاتحاد لفئتين جزئيتين منفصلتين (015[0120) غير خاليتين: 
إذا كان × في 5. تأخذ () = ,5 . () - 5 = ر8 
«لكن كما سنرى في النظرية التاليق. عندما نتعامل مع الفثات المفتوحة فان الانفصال 
(ددعمامزهزؤزل) يكون كافياً لاستنتاج أن اتحاد هذه الفئات غير مترابط (0لعء6ههمء015) . 


نظرية 13.5: 
الفئة 5 مترابطة (60160مهم) إذا وفقط إذا لم توجد فثتان مفتوحتان منفصلتان 8 و ۸ 
بحيث يكون: 
SCAUB‏ 2 ۸5۶۵6 و 6 ۲۱۹ ظ. 
البرهان : 


نفرض وجود الفتتین 8 وه كما في نص النظرية ونفرض أن 05 ۸ 2 ,۰5 
9 8 = ر8 . من الواضح أن رو و ,5 غير خاليتين وأن 5 = ,5 لا ,5 . نأخذ نقطة 
اختيارية × في ,5ء عندئذٍ تكون × في الفثة الفتوحة ۸؛ ولذا فلعدد موجب ما ۲ يكون 
N( C4‏ . وبذلك فان 6۵ = 8 ۰ »)لا ؛ لأن 8 و4 منفصلتان (#عنهزونل). 
وهكذا ثم فإن 2 = ,605 ()لا .وهكذا ,5 #× . ومن ثم فان © د ي8 0 ,$ . 
بالثل فان 2 = ,5 0 ,5 . ونستنتج أن 5 غير مترابطة. 


والان نفرض أن 5 غير مابطت وليكن وو5لا5<5 
و © - ,8م ,5 ١8,‏ ,$ . وحیث إن © = ,5 0 ,5 فليس هناك أية نقطة من ,5 
تکون نقطة نبا 2 للفئة رگ ولكل » في ,5 نختار )1۷ بحيثإن 
N(x) 0S, = 0‏ . 

عندئذ فإِنَ مر« ل| = 4 هي فة مفتوحة لا تحتوي على أية نقط من ر؟ 

3 ۶5 7 
(ويعتمد نصف القطر ۲ للكرة (,۱۷ على ×» على الرغم من أن رموزنا لا تشير إلى ذلك) . 
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وباشل يمكننا اختيار كرة (۱ لكل رفي یگ تحقق © = ,05 (۷ ونعرّف 

زورب لا B=‏ وهي فئة مفتوحة وفقاً للنظرية 13.4. ويبقى علينا فقط أن نبين أن 
1 الكل ۱ 

8 وه منفصلتان. نفرض نبا ليسا كذلك. ونفرض أن ص نقطة تنتمي إلى كل من 8 و ۸. 

ومن ثم فلبعض × من ,5 ولامن ,5 يكون: 


0 نايرلا > م 


ولكن هذا يؤدي ل 


d(x, p) + d(p, ¥) > 3 +‏ > زيل 


7 > max (۰ (2) 


ومن ثم فأما (8«)لا علا أو (۱۷,)۷ © × ما يتناقض مع اختیارنا لأحد العددین ۲ أو , 


على الترتيب. 
نظرية 13.6: 
إذا كانت 5 مترابطة فان 5 مترابطة. 
البرهان: 
نفرض أن 5 غير مترابطة. وأن 8 وى فئان منفصلتان مفتوحتان كما في النظرية 
2135 


۰ 5 و NAZO‏ 5 و CAUB‏ 5 
وحيث إن 5 محتواة في 8 لا ۸ كا هو واضح. فعلينا أن نبين فقط أن © ۰90۸۶ 
6 * 08 5 . نفرض أن × نقطة في 4 0 5 . وحيث إن ۸ مفتوحة فإنه توجد كرة حول 
× بحيث إن ۸ > ۱۷ . ولكن × أيضاً في 5 ولذا فان ,لا يجب أن تحتوي نقطة 
مالا من 5. ولذلك فان ۸ 5 )لاع ۷ ؛ ولذا فان 2 ۹۸۶ . 

وبالمثل فان 2 * 8 0 5 ولذا فمن النظرية 13.5 تکون 5 غير مترابطة. 
وفي التمارین 13.4 نعرض بعض الأمثلة واخواص للفثات الترابطة والفگات غير المترابطة 

في الفضاء الاقليدي "ع والفضاء الاقليدي ۲۳ 
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قارين 13.4 


0 


منتدى افريقيا سات 


۶ 


أثبت أنه إذا كانت 5 فئة جزئية منتهية للفضاء المتري × فان 5 غير مترابطة. 

في 7 نفرض أن (م) نا (8,)0 = 5 حيث (2,0) = ص . بين أن 5 غير 
مترابطة . 

أثبت: في الفضاء المتري الاختياري × إذا كان © < م1 - 5 فان 5 غير مترابطة. 


نفرض أن ع 2 دالتان موجبتان بصرامة (5]51©1) على + بحيث يكون المنحنيان: 
)لمع - یه و رع {x‏ < رت ( 60 < بل و E‏ € ۳ 6 


فئتين في 57. أثبت أن ر6 لا ,6 = 5 غير مترابطة . 

أعط مثالا (مع التوضيحات) لفئة مترابطة 5 في ”۳ تحتوي على نقطة واحدة بالضبط م 
بحيث إن (م) - 5 غير مترابطة. 

نفرض أن 5 فئة مترابطة في ع تحتوي النقطتين ۷ ,× بحيث إن إلا > × . أثبت أنه 
لأي عدد سر بحيث یکون ۷ > عر > XK‏ توجد النقطة 2 في 5 بحيث إن سرح 2. 
أثبت أن '8 فئة جزئية مترابطة من نفسها. (ابتعن بنظرية قطع ديديكند تمرين 
4 

آثبت أنه إذا كانت 5 فئة مترابطة في تا فان 5 تحقق «خاصية القيمة الوسطی» 
التالية : إذا كان ۲ ,8 عددین فان 5 تحتوي کل عدد بين 0 ,2. 

أثبت أنه إذا كانت 5 فئة جزئية مترابطة من ال فان ٩‏ فترة. 

أثبت صحة النص التالي أو عدم صحته: في ۳ یکون تقاطع الفئات المترابطة فشة 
مترابطة . 

أثبت صحة النص التالي أو عدم صحته: في ۳٩‏ يكون تقاطع الفئات المترابطة فشة 
مترابطة . 

نفرض أن “© هو الفشة الجزئية من *8 المتكونة من تلك النقط (ر× ,) = × 
بحيث إن كلا من ر× ,× يكون عدداً قياسياً. فهل “0 فئة مترابطة؟ 
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(Point Sequences)  طقنلا متتاليات‎ 5 


متتالية النقط هي دالة من الأعداد الصحيحة الموجبة إلى - في الفضاء التري × أي هي 
متتالية حدودها النقط في . وحيث إن أمثلتنا الرئيسية على الفضاءات الترية هی الفضاءات 
الاقليدية, ونحن نستخدم الأدلة التحتية لتمييز إحداثيات النقط في "28 فإننا نستعين بالأدلة 
الفوقية للإشارة إلى حدود متتاليات النقط ‏ (۳ *) . 
تعریف 13.9: 

متتالية النقط ى ( 1:۳ تسمی تقاربية إلى النقطة م في × إذا كان لكل عدد ه 
موجب يوجد عدد ×۸ بحيث إن: 


.k > N طلا كان‎ ۳ € N,)م(‎ 


ويرمز لذلك بالرمز و < lim‏ 
وهدفنا الأول هو تعيين الارتباط بين متتالیات النقط التقاربية ونقط نايات الکرة الفتوحة 
الواردة في بند 13.3. 


نظرية 13.7 : 

النقطة م نقطة نهاية لفئة النقط 4 ذا وفقط إذا كان هناك متتالية نقط غير متكررة في ۸ 
تتقارب إلى م. 
الرهان: 

أولاً نفرض أن م نقطة نهاية للفتة ۸. عندئذ تحتوي الكرة (م),۸ على نقطة × من ۸ 
تختلف عن م. نفرض أن d(x", p)}‏ د م ) r(2) = min‏ » ونختار x2‏ من 
(۲) ~4 في الكرة (0)رى,لا . ونستمر في هذه العملية وبعد ذلك نكون قد عرّفنا 
x». e»‏ نفرض أن : 


r(k + 1) = min { )مم ۵ و‎ 


فا 
(k +1)‏ 
۾ ي (k+1)‏ عه مه ۳ و له 
ونختار Xx‏ كنقطةمن A ~ {p}‏ من الكرة N+P)‏ .وجيت إن 
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منتدى افريقيا سات 


E ۱ 1‏ 0 
<- > ()داء من الواضح أن م = ہنا وحیث إن (م ,7 “مل > لمم 


5 
ينتج أنه لا توجد نقطتان “× مكررتان. ولإثبات العکس نلاحظ ببساطة أنه إذا كانت ۸ 
تحتوي متتالية نقط تقاربية إلى م فإنه من الواضح من التعريف 13.9 أن كل كرة مفتوحة 
حول م تحتوي عدداً لانائياً من نقط ۸. 
لاحظ أنه من الضروري أن نشترط أن تكون متتالية النقط في النظرية 13.7 غير متكررة. عل 
سبيل المثال التتالية الثابتة حيث م = “× بالتأكيد تقاربية الى م. ولكن الفئة المفردة (0] 
ليس الها م كنقطة نبایة . 

وفي النظرية التالية نثبت ارتباطاً قوياً بين متتاليات النقط التقاربية في "8 والمتتاليات 
العددية التقاربية وبالتحدید: أن تتقارب رت یکانیء أن تكون كل متتالية من 
متتالیات الاحدائیات (العددية) تقاربية . 


نظر ية 13.8: 

a‏ 20 01 ا ا 
في "8 تتقارب متتالية النقط ى(“ إلى م إذا وفقط إذا كانت: 
1 11رمع ,imا‏ لکل¡ 
=P,i a (1)‏ را 


الرهان: 


نلاحظ في البداية أن الجملة م = "ما يكاقء 


0 = رم “كن فيسنا لأن (م) لدع < إذا وفقط إذا كانت ۶ > (م.!«)0 . وحيث 


ان : 


0 
d(x, رم‎ = [Zz ۳9 57 2 
> | ام‎ » )< 1»... ( 5 


من الواضح أن 0 = (م ,خفن تؤدي إلى (1). 
وبالعکس إذا تحققت (1) فان المعادلة (2) والنظريتان 2.3 و2.4 حول التركيبات الجبرية 
لتتاليات الأعداد التقاربية تسمح لنا باستنتاج أن 0 = (م سنا 
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تعريف 13.10: 


متتالية النقط 


(*«) هي متاية كوثي فى الفضاء التري + إذا کان لکل عدد 


موجب :ع یوجد N‏ بحيث إن ع > م لمن 


طالما كانت < م < عا . من 


الواضح أن هذا التعريف تعميم لمفهوم متتالية كوشي العددية. 


وبذلك فان متتالیات للنقط ف E"‏ ¢ ن تطابقها بدقة بالغة متتاليات 
شي مع کوشی 
العددية» وهو ما سنفعله ف النظرية التالية : 


نظر ية 13.9: 


في 12 تكون متتالية النقط متتالية كوشى إذا وفقط إذا تقاربت إلى نقطة في ٤"‏ . 


البرهان: 


نفرض أن ا[ × هي متتالية كوشي . 


وبما أن : 


14...“ 


ينتج لكل 45 ...14 -1 أن الاحدائیات 1. وهی 
العددية. ومن النظرية 32 نعلم أن مثل هذه المتتاليات تتقارب إلى جاية في خلا ولتكن 


lim, ۳3 1 =p 


إلى (م9 . 
النظرية التالية : 
نظرية 13.10: 
إذا كانت 
متتالية كوشى . 


منتدى افريقيا سات 


. والآن تضمن لنا النظرية 13.8 أن 


]2 _ () | 2] - ال" لل d(x‏ 
=“ |« | > 


a‏ تكون متتالية كوشي 


متتالية النقط | (5*) تتقارب 


p = ۴‏ في "8. والعكس صحيح في أي فضاء متري. ولذلك نقدمه في 


“× متالية تقاربية في الفضاء 
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الرهان: 
نفرض أن م = × ,”ا ونفرض أن 0 < ع . ونختار ×۸ بحيث يكون: 
)0 ج > زم ,۵ طالا كان .k > N‏ 


وبذلك فعندما يكون كل من ,» أكبر من N‏ نستعين بالتباينة المثلثية والتباينة (3) لنحصل 
على: 


13 


d(x, x™) 3 d(x, رم‎ + d(p, x™) 


< + 2 ۰ 


تك 
2 


مادم 


ومن ثم فان ,دي اج هي متتالية كوثي 

وعند هذه النقطة قد يتساءل البعض «لاذا لا نثبت جزئي النظرية 13.9 لفضاء متري عام 
× وعندئٍ تصبح النظرية 13.9 مثالا على نتيجة أكثر عمومية؟ والسبب یکمن في أنه لين 
من الضروري للفضاءات الترية العامة أن تتقارب کل منتالية كوشي . والشيء ء الدقيق في 
الوضوع یکمن في أننا عندما نقول : إن متتالية النقط تتقارب فان هناك مطلباً ضمنياً لا نقوله 
وهو أن هناك نقطة في الفضاء تتقارب إليها التتالية . إن نقطة الماية الطلوبة هذه هي التي 
تسیب الصعوبة في بعض الفضاءات الترية. فکا نرى في الفترض 13.1 فإنه يكن أن 
نکون فضاءً مترياً جديداً بإزالة النقطة م من الفضاء العطی ‏ لنقل مثلا: 


~ {p}. 


والآن نفرض أن النقطة م كانت هي نهاية المتتالية lL‏ × الکونة من النقط غير 
الساوية م. عندئذ فان {x‏ هي متالية في کلاالفضائین ۷ ,× » وهي تتقارب 
في 6 ولذا وفقً لنظرية 13.10 هي متالية كوشي في ا. ودالة البعد ٩‏ هي نفسها في × ىا 
في ۷؛ ولذا فان ۳ هي أيضاً متتالية كوشي في لا. ولكن في لا لا توجد نقطة 
تتقارب إليها , *«) ؛ لان م قد آزیلت ولأنّ نبایات التتالیات وحيدة (انظر تمرين 
6 . وهذه الفكرة هي المبدأ العام وراء المثالين التالیین. 


مشال 13.12 : 
نفرض أن × هى الكرة (۸,)0 في *ظ بدالة البعد الاقليدي المعتادة 4. ندرس في 
367 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


(۸,)0 متتالية تتقارب إلى نقطة على الحدود, مث زو - 1( = ٠ x»‏ ومن ثم فإن 
lim, x = (1, 0)‏ . عندئذٍ فإن ,_,[*1 هي متالية کوشي في × (تماماً كا في 
"۳ ولكنه لا توجد ها نهاية في × ولذا فهي غير تقاربية في ×. 
مثال 13.13: 
نفرض أن "© فئة جزئية من "۳ تتکون من كل النقاط × حيث تكون إحداثياتها ٠×‏ ... 4 × 
أعدادا قياسية (قارن مع تمرين 13.3.12( . والتقطة 3 0 p (V7‏ هى 3 
"© - ۴ » ولكن رى (یج) هي متتالية من الأعداد القياسية بحیث إن 
2 د اا و (0 ...»40 يم = x‏ » عندئذ فإن م = ,۳ وبذلك 
مه TIS (k‏ 57 5 
نکون (۳*) متتالية كوشي ولکنبا لا نتقارب في "©. 
وفي بند 13.6 نقابل بعض اخواص التي تؤدي إلى تقارب متتالیات كوشى . ولکننا الآن 
نثبت فقط إحدى الخواص الي تصدق لتتاليات كوشي في كل الفضاءات المثرية . 


تعريف 13.11: 


التعالية (۳) في × محدودة (#«سهط) إذا وجدت كرة (2//08 تحتوي كل 
نقطة “× من المتتالية . 


نظرية 13.11: 
إذا كانت | () متتالية كوشي في × فإنها محدودة . 
الرهان: 


نفرض أن إل () هي متتالية كوشي ونطيّق التعريف 13.10 ب1 = ۶ . وبذلك 


يوجد العدد × بحيث يكون: 


1 > ,0 طلا أن k>m>N‏ 
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رکحالة خاصة, إذا كان 1 + = ص تصبح هذه الخاصية: 
1 تون طللا أن .k>N‏ 
,لذا فكل النقط “× ل ۲ < ك6 تقع في الكرة (( "۱,6 . والآن نكر ببساطة نصف 
دطر الكرة حتى تحتوي هي أيضاً النقط N‏ الأولى من المتتالية . نعرّف 
r= 1 + max 1 1 d(x 0 x) 6. ax, xD)‏ 


وبذلك فان + هی على الأقل أكر بوحدة واحدة من البعد بين ( ۳ “× لكل 
.1,2 = ۲ ولذا تحتوي ( "3۳ كل نقطة “× من نقط المتتالية. 


13.5  نسیراغ‎ 


في التهارين 5-1 تكون متتالية النقط × في "ظ. عين ما إذا كانت تقاربية أم 


لا واذا كانت تقاربية عين نبايتها . 


«(1 + 5 لي‎ (EL, ا‎ ۳ 
8-)2 e 4 )دم‎ Û csin ak). د‎ 
x™ = (k sin دب ء2‎ / 5 


0 أثبت أن اية التتالية التقاربية في الفضاء المتري × وحيدةء بإثبات أنه إذا كانت: 


مع لكأي يسنا 3 q‏ - قير lim,‏ فان ٩‏ < م. 


7 نفرض أن "8 = × . وأن و | 2 = (وب»*2 . أثبت أن 
1= 
lim,"‏ في d*}‏ ,18 


۱ 
TP 


إذا وفقط إذا كان بم = رصنا لم4 ...14 عز. 
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8- نفرض أن × هي الفترة (0,1) في 2 بدالةالبعدالمعتادة 
اودع = (ر ,0 . عین متتالية كوشي في × والتي لا تتقارب في . 
9- نفرض أن × فئة جزئية من "ع تتکون من اتحاد الفترات المغلقة : 
1 1 1 
¢ سس 
1 1 - 21 ا 8 


عين متتالية کوشی في × لا تتقارب في ×. 


0- أثبت أنه في " تكون المتتالية | ["*) محدودة إذا وفقط إذا كان كل من 


متتالیات الإحداثيات ١‏ (۳) متتالية عددية محدودة. 
۰ = 1 ۰ 


Completeness of E" E" كيال‎ 6 


درسنا في الباب الثالث بالتفصيل علاقة المتتالية التقاربية بمتتاليات كوشى في ۸) . وحيث 
إن ۴ هو بالضبط الحالة أحادية البعد من "2. فمن المعقول أن نحدس أن نظرية الكمال 
تتحقق في "2 کا في 8 . وفي البداية نعرف كال "8 . 


تعريف 13.12: 
الفضاء المتري × يسمى كاملا (٠٠ءام«هء)‏ إذا كانت كل متتالية كوشى في × تتقارب إلى 
نقطة في ×. 
وعصطلحات التعریف 13.12 یکون "8 فضاءً كاملا وفقاً للنظرية 13.9. وتعطی النظرية 
التالية أربع من الخواص البديلة التي تکافیء الکمال في "۳ . وتعتر کل منها نتيجة هامة بتحد 
ذاتهاء وتشكل هذه الخواص معاً أهم أداة في التحليل. ومن السهل التعرف عليها مباشرة 
بوصفها التعميات متعددة الأبعاد للنظريات الأربع الواردة في الباب الثالث. 


نظرية 13.12: 
كل من المقولات الخمس التالية صحيحة وتکانیء كل منها الأخرى. 
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() 


(ii) 


(iii) 


(iv) 


4 


. کامل‎ E 
(,ه)‎ ۲ 6 M خاصية هاين - بوریل . إذا كانت ۴ فة مغلقة وحدودة في "8 و‎ 
تجمعاً من الفثات الفتوحة التي يحتوي اتحادها ۴ فانه يوجد تجمم جزئي نبائي‎ 


4 4 
)^ ° (2)س 


بحيث إن يه لا 


0 (i) 


4 
5 رو 


خاصية بولتزانو - فيرشتراس : إذا كانت 5 فئة لاخبائية محدودة في "8 فانه توجد ها 
نقطة نهاية في "۴ . 

خاصية التتالية المحدودة: إذا كانت {r‏ متتالية نقط محدودة في "۳ فإنه 
يكون ها متتالية جزئية تقاربية. 

خاصية التداخل (0۲006۲۱۷ 561 ۵9/60) للفئات: 


(,۳) متتالية من الفئات غير الخالية المغلقة الحدودة بحيث إنه لكل 


إذا كانت 
5 1ج 


٠‏ يكون "8 > ,۴ > ۴ اء عندئذ فإن: 


50 
k=1 


اليرهان : 
لاثبات تكافؤ هذه الخواص نثبت أن كلا من المقولات الأربع الأولى تؤدي إلى المقولة 
التالية هاء وأن () تؤدي إلى (). وكا لاحظنا أعلاه فان () قد أثبتت بالفعل بوصفها 
النظرية 13.9 ولذا فان تكافؤ المقولات الخمس سيؤدي (يتضمن) إلى أنها كلها صحيحة . 
وتتعلق المقولات (11-0) بالفئات المحدودة. ومن المناسب أن نستخدم صورة أخرى 
للمحدودية تكافء التعريف 13.11. ونشير إلى أن الفئة 5 حدودة في "28 إذا وفقط إذا كانت 
حتواة في مكحب - 2 (مكعب نوني): 


منتدى افريقيا سات 


SCC = "قعع)‎ > ۱-1. 
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ويطلب برهان هذا التأكيد في تمرين 13.6.1. وحيث إن التضمين الأول يتطلب أكثر الراهین ' 
تعقیدا, فإنه من المفيد أن نتمعن الرسم في "۳ كما هو موضح في شكل 13.5. 


رد ۳ 


(eR عون‎ 
C= (xe E? ~r > ير‎ Sr} C= {xs ظ‎ 0 Sx, > ۲۲ Sx, > 0} 
)13.5( شکل‎ 


() تؤدي إلى (11): نفرض أن ۴ فئة مغلقة ومحدودة, ونفرض أن 25 4{ معط 
ک: «غطاء مفتوح للفئة ۴» كما في (نن). وحيث إن ۴ محدودة فانه يوجد مكعب - 0 (نونی) ١‏ 
© يحتوي على ۴. نفرض آن ۴ لا يمكن أن تُعطى بأي عدد ڄاڻي من ال ,۸ . وبتجرئة ,© أ 
إلى "2 من المكعبات النونية بتنصيف كل فترة من الفترات الاحدائية ل ©., أي أن الاحدائی 
1 للنقطة × في احدى المكعبات -2 يكون مقيداً إلى [“ 0] أو إلى [0»ء کا ندل بن 
r]‏ ۲-]. 

وإذا كان من الممكن تغطية تلك الأجزاء من ۴ والتي تقع في كل واحد من ال "2 مكعب 


نوني بعدد كبير محدود من ال ,۰۸ » لظل عندئٍ اتحاد كل هذه ال ,۸ عدداً نمائياً رسيضطي 
ا - 2 يجب أن يحوي على فئة جزئية من ۴ لا 
يمكن أن ن تغطى بأي عدد نڄائي من ال ۸. 
ونسمي هذا المكعب ی. والآن نجزىء ,© إلى "2 من المكعبات - ١‏ ونعيد الكرّة مرات 
عديدة لانهائية . في النتيجة نحصل على متتالية من - مکعبات بحيث يكون Cy, C Cx‏ 
> ۱۳۳ دی ری تفر 3 
والاحداثي 1 لكل نقطة في )€ مقيدا بفترة طولما 2 
() بحيث يكون × في ,0 0 ۴ . عندئذٍ تكوّن متتالية الاحدائيات 1 متسالية 


. نختار متتالية نقط 
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درشي العدديةء مما يؤدي كما في نظريتي 13.9 و 13.8 إلى أن f‏ هي متتالية 
لوشي. وبفرض صحة (1) نستنتج أنه توجد نقطة ص بحيث إن م = ",نا . وحيث إن 
دل “× في ۴ و۴ مغلقة نجد أن 6۳ م . وبذلك تكون م في إحدى ال ,۸ ولتكن 
“نلا ,۸ € م . ولكن م۵ مفتوحة ولذا فلبعض 7 يكون مه © (م).لة © م مما يعني 
'ن (م) ,۸ تحتوي كل المكعبات النونية ,© فيا عدا عدداً محدوداً منها. ولكن ذلك يعني 
'ن نقط ۴ في كل هذه ال ي© تكون محتواة في احدى الفئات المفتوحة وهي بالذات بش 
.هذا يتناقض مع اختيار © . 

() تؤدي إلى (:1): نفرض أن 5 فئة محدودة وليست ذات نقطة نبائية (سنثبت أن 5 يجب 
'ن تكون نهائية مما يثبت (111) .) نفرض أن N‏ كرة مغلقة (ومحدودة) تحتوي على 5 وحيث 
إنه لا توجد نقطة في ۲۷ تكون نقطة نهاية ل 5. فإنه يمكننا أن نختار كرة (۳)رم,۷ لكل ص في 
۸ بحيث إن (0)رم,8 لا تحتوي على نقط من 5 ربا فییا عدا م نفسها. والآن فإن 

(P)‏ ربا ل Nc‏ > ولذا فان 5 {N (P) :pE‏ هو تجمع (collection)‏ من 
الفئات المفتوحة التي يحتوي اتحادها على N‏ . وبذلك فمن (11) نستنتج أنه يوجد تجمع 
جزئي نهائي من هذه الكرات تغطي ۷ ولكن هذا التجمع الجزئي يجب أيضاً أن يغطي 
+ وان 7 ع 5) ويا أن كل كرة تحتوي على الأكثر نقطة واحدة من 25 نستنتج أن 5 
نهائية . 

(11) تؤدي إلى (۷): نفرض أن 0 متتالية نقط محدودة وأن 5 مدى هذه 
المتتالية أي أن (0م = و {p € E":‏ = 5 وذلك لبعض .K‏ 

وإذا كانت 5 فئة نبائية فان نقطة واحدة على الأقل من نقطها يجب أن تظهر عدداً لانهائياً 
من الرات كحد في التتالیف. وني هذه الحالة يكون ل ,ی( متتالية جزئية ثابتة. إذا 
كان ل 5 عدد لانبائي من النقط فان (11) تؤدي إلى أن 5 الها نقطة نهایف. وني نظرية 13.7 
نا كيف کون متتالية في 5 تقاربية إلى نقطة النهاية هذه. 


(۷) تؤدي إلى (۷): نفرض أن ۲ ل متتالية من فتات متداخلة (6۱6۵ع() مغلقة 
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حدودة كما في فرضية .)١(‏ ولكل ‏ نختار نقطة × في ,۳ . وكل نقطة من هذه القط ' 
تكون في ,5. ولذا فإن ,۾ 53 متتالية محدودة. ومن (0]) يكون للمتتالية ' 
500 متتالية جزئية تقاربية نرمز لنهاياتها هنا بالحرف م. 
ونرى أن خاصية التداخل للفئات تضمن أن تحتوي كل ,۲ على النقط “× ريا فيا عدا ٠‏ 
عدد محدود من هذه النقط. وبذلك فلكل ۲ توجد متتالية من النقط في ,1 تقاربية إلى م 
وحيث إنها فئات مغلقة. فان م يجب أن تنتمي إلى كل ۴. ومن ثم فان ,۳ [ ) تحتوي و ! 
5 ۷1 


ومن ثم فالتقاطع غير خالر . 


() تؤدي إلى (): نفرض أن {x}‏ متتالية كوشي ولكل ۰0 تعرف ,۳ ليكون . 
انغلاق (»:ندماء) فئة النقط م < ع : 0) . وبذلك فإن (,۴) هي متتالية متداخلة 
من فتات مغلقة. ووفقاً للنظرية 13.11 تكون 2 محدودة, وبالتالي تكون ,8 . 
محدودة. ووفقاً ل (۷) توجد نقطة م منتمية إلى كل فئة من ,۴ ۰ نفرض أن (0) 3 أية کرة ۱ 
حول » ونختار عدداً ۸ بحيث إن × < 7 < » تؤدي إلى أن ج < ,۵0 . 
وحيث إن ص في ,5 الذي يكون انغلاقاً للمتتالية الحزئية لهي فإنه توجد نقطة ما ”× 
حيث 1< بحيث تكون ”× في (م)رلا . والآن إذا كان ۱ < ۲ » فإن: 


(kK) 


a)», x) + a)", p(‏ > (م ,من 


< 4 mm > اع‎ 


ا 
2 2 


ومن ثم فان .lim, x = p‏ 
وعند فحص برهان النظرية 13.12 نجد أن علاقة البعد الاقليدي قد استخدمت فقط 
في اثبات أن () تؤدي إلى (01. وبذلك نستنتج أن التضمينات الأربعة الأخرى تتحقق لأي 
فضاء متري . وبالطبع فان حقيقة أن كل المقولات الخمس صحيحة في "28 تعتمد قاماً على 

علاقة البعد . وقد احتجنا إلى ذلك لإثبات النظرية 13.9 التي أعطتنا صحة (1). 
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و استخدام علاقة البعد لإثبات أن () تؤدي إلى (11) أمر دقيق للغاية» فهو متضمن في 
سنب تعریفات الحدودية والکعبات - ١‏ (النونية) التي استخدمناها. ولیس من الضروري 
اسة "2 أن نورد مناقشة كاملة للظروف التي يؤدي فیها الکمال إلى خاصية هاين -بوریل؛ 
,“دا فلن نحاول ذلك هنا. ومع ذلك نورد نقاشاً ختصراً لفضاءين متريين لا يحققان خاصية 
هبن بوريل. الأول هو الفضاء الوارد في المثال 13.4. 


مال 13.14: 


نفرض أن × فئة لانبائية وتعّف 4 بالعلاقة: 


,با أن كل نقطة من × يمكن کتابتها کا يل : ,()یر ۷ () 


نری أن كل فئة مفردة هي فئة مفتوحة في ×. وأيضاً (۱,6< × لاي > > ۰ ولذا 
بن × محدودة. وبالتالي فإن × هي فئة مغلقة محدودة. و («) لا غطاء مفتوح ل × 
حيث من الواضح أنه لا يكن أن يؤول إلى عدد محدود من الفئات المفتوحة . والآن نؤكد أن 
١‏ كاملة؛ لأنه ليس من الصعب أن نبين أنه إذا كانت {r‏ متتالية کوشي» فإنه 
وجد عدد × بحيث إن "ير = “× حینا يكون 7 < 1 (تمرين 13.6.3). وبذلك فإن 


(N 


× = “,نا » ومن ثم فان × كاملة ورغم ذلك فلا تتحقق خاصية هاين بوريل. 
وليس من العسير إعطاء مثال على فضاء متري تكون فيه كل المقولات الخمس خطأ (غير 
متحققة). وبدلاً من تغیبر علاقة البعد يكون من الأسهل تغيير فتة النقط بإزالة نقطة منها. 
مثال 13.15: 
نفرض أن × ترمز إلى (م) -- "۴ مكملة الفئة المفردة (ط) » ونفرض أن البعد بين 
النقط في × هو نفسه البعد الاقليدي كا في *8. والان ذا کانت ,001 متتالية 
نقاربية إلى م في "ع » و معد “× فإنها تظل متتالية كوشي في ×. 
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ولكن با أله لا توجد نقطة (في >) تتقارب إليها فان الحتالية 000 ا 
في × e‏ رام الأحرى. 


تماریسن 6 
1 أثبت أن ۸ فئة محدودة في "8 ذا وفقط إذا ژجد مكعب ١‏ يحتوي ۸. 

ب أثبت أنه في الفضاء المتري الوارد في المثال 13.14 كل فئة جزئية من × تكون مغلقة . 
3ے أننت أنه في الفضاء التري الوارد في الخال 13.14 كل متتالية كوشي هي في النهاية 


k> N عندما‎ × 


ثابتة : أي يوجد ذلك العدد ١‏ بحيث أن "× 

4 أعط مثالا لمتتالية ‏ من الفئات التداخلة في "17 - محدودة غير خالية وذات تقاطع 
خالي. (لا يمكن بالطبع أن تكون الفئات مغلقة ء أنظر النظرية 03.12 . 

5 أعط مثالا اي في ”ع من فتات متداخلة غير خالية ومغلقة ذات تقاطع خالي . 

6 أعط مثالاً في فضاء متري عام × من النوع الطلوب في رين 5. 

7- إذا كانت 5 فتة لا محدودة في الفضاء المتري جى بين أن 5 لا يمكن أن تكون لها 
خاصية هاين -بوريل» أي كوّن تجمعاً 6 من فتات مفتوحة تغطي $ بحيث لا يغطي 
أي تجمع جزئي نهائي من 4 الفئة 5. 

8- أثبت أنه لفضاء متري اختياري إذا كانت الفئة 5 غير مغلقة فلا يمكن أن تكون ها 
خاصية هاين - بوريل (انظر تمرين 7). 
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7 الفئات الحزئية الكثيفة للفضاء "۴ 


(Dense Subsets of E" 


يعتمد هذا البند اعتاداً كبيراً على مفهوم الفئات القابلة للعد (اءء 16ط00000۵) التي 
تناقش في الملحق 8. 

ومن المفيد مراجعة هذا الوضوع قبل الشروع في دراسة هذا البند. 
تعريف 13.13: 

تسمی فئة النقط ۲ كثيفة (06256) في الفضاء المتري ‏ إذا كانت كل كرة مفتوحة في × 
تحتوي نقطة من «1. 

وكأمثلة نعود فوراً إلى "5 (انظر أيضاً تمارين 13.7.3-13.7.1) . 
مشال 13.16: 

نفرضی أن "© هی الفئة الحزئية من "£ المتكونة من تلك النقط © بحيث تكون إحدائياتها 
,و أعداداً قياسية . عندئذ تكون "0 فئة جزئية من "8 قابلة للعد وكثيفة. وحقيقة کون "© 
قابلة للعد يمكن استنتاجها من قابلية عد 42 فئة الأعداد القياسية (انظر نظرية 81 في الملحق 
1). ولكي نبين أن ”0 كثيفة في "اء فإننا نفرض أن (م)ري 2 أية كرة ونستعين بكثافة © 


في 18 لاختيار الأعداد القياسية ,9 ...24 ٩,‏ . بحيث يكون: 


3 
(8 ...0-16 و حي > ابو - IP;‏ 


000, q = [> 5 5 و‎ ۳ ۳ 1 1۳ 0 


وبذلك فان النقطة و هي ف N,(p)‏ م "© 
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نظرية 13.13: 


يوجد تجمع (308ء00116) قابل للعدد ثلا من الكرات الفتوحة في "8» بحيث يمكن 
التعبير عن أية فئة مفتوحة في "1۳ كاتحاد لتجمع جزئي ما من 20. 


الرهان : 


تفرض أن 3 هي تجمع من الكرات يتكون من كل الكرات (۸,)4 بحيث يكون : عدداً 
قياسياء وه في *۵. ولفئة مفتوحة معطاة ۰۸ ندرس التجمع الجزئي الا المتكون من 
تلك الكرات بحيث إن 4 > (۸,)4 . ومن الواضح أن اتحادها محتوى في 4. ويكون 
التجمع قاب للعد؛ لان كلا من © و" قابل للعد. وبذلك يتبقى فقط أن نبين أن ۸ 
محتواة في اتحاد هذا التجمع. إذا كانت × نقطة في الفئة الفتوحة ۰۸ عندئذ فهناك كرة حول 
× بنصف قطر قیاسی (لقصمتنة:) r‏ بحيث إن ى كح 00لا . 

وحیث إن "0 كثيفة » فانه توجد نقطة و في («)ررلا . عندئذ تکون × في (۷,)0(: 
ويكون (واررلا في مثا ؛ لأنه حتوی في (,۱۷ التي تقع في ۸. 


وهذا التأكيد الأخير يمكن التحقق منه بملاحظة أنه إذا كان ر في (4)ر,۸ فان 


d(x, y) > d(x, q) + d(q, J) > 3 + ِ 


2 
وقد بينا أن نقطة اختيارية × في ۸ محتواة في كرة ما من بول ؛ ولذا فان ۸ محتواة في اتحاد 
كل الكرات في والا. 


ونختتم هذا الباب بنظرية على جانب كبير من العمومية تجمع بين مفاهيم الفثات المفتوحة 
والكثيفة القابلة للعد. ويجب أن تقارن هذه النظرية بخاصية هاين - بوريل؛ لأن كلا مب 


نظرية 13.14 خاصية لیج Lebesgue Property‏ : 
إذا كانت © أية فئة في ۲۳ و لبها تجمعاً من الفئات المفتوحة التي محتوي اتحادها 
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عل 5 فانه يوجد تجمع جزئي قابل للعد لها يحتوي اتحاده على . 
الرهان: 

وفقاً لنظرية 13.13 يمكن كتابة كل من الفئات المفتوحة ,۸ كاتحاد لكل الكرات حول 
عط "© التى تكون ذات أنصاف أقطار قياسية وتكون محتواة في ,۸. وليكن 
۸ لا = ,4 . وكل نقطة × في © هي في ۸ ماء التي تشكل فشة جزئية من 

k=1 

8 . ولكل كرة رم نختار إحدى ,۸ التي تحتوي ,۱۷ ونسميها ,۸ . والتجمع 
الحرئى لكل مثل هذه الفئات 4۸ قابل للعد لأنه يوجد (على الأكش) فئة واحدة أ۸ 
کل أ . وأيضاً يكون اتحاد هذه التجمعات الجزئية محتويا اتحاد ال ري الذي 
عنوي في آخر المطاف على ظ. ومن ثم فهناك تجمع جزئي من ,,8.1] قابل للعد 
حتوي اتحاده على 1 . 

لاحظ أن فرضيات النظرية 13.14 لا تضع أية قيود على الفئة 2. وهنا تكمن قوة 
وعمومية هذه النتيجة» فهي تطبق على أية فئة جزئية 2 من "8 . وإذا أعطي بالإضافة أن 2 
مغلقة ومحدودة فإن التجمع الحزئي الناتج من خاصية ليبيج (* يکن أن يتحول إلى تجمع 
جزئي نهائي حيث يبقى اتحاده محتويا على . 


تمارين 13.7 


ا أثبت أن 5 كثيفة في "8 » حيث 
D= {x€eE":x E R~Q ۱‏ 
2 أثبت أن 5 كثيفة في ۴ » حيث : 


D = )« بد: اطع‎ > Q4, € R~Q}. 


(*) لییج (هنري ليون) (1941-1875) عم رياضيات فرنسي . (ملاحظة المترجم) 
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3- أثبت أن 9 كثيفة في المكعب ‏ 2 


۱ c= {xeE:-1<x, x<1}, 


{xe C:x, € Q}.‏ دم 

4 أثبت: إذا كانت 0 فئة نقط غير قابلة للعد في ۳۳ » فان © لما نقطة نهاية فى "8 
(ملاحظة: هذا التأكيد يجب مقارنته بخاصية بولتزانو فيرشتراس - النظرية 
2 (1ذ). وهنا لا يلزم أن تكون (1 محدودة. ورغم ذلك نضمن وجود نقطة نهاية 
ل 8 ببساطة؛ لانه يوجد ها عناصر كثيرة جدا). 

5 أثبت: إذا كانت ظ فثة نقط غير قابلة للعد في "8 » فإن 0 تحنوي احدى نقط 
نهاياتها . 

6 أثبت أنه إذا كانت 1 فئة نقط غير قابلة للعد في E"‏ , فإن كل نقط 0 فیما عدا عدد 
حدود من نقطها تكون نقط نهايات ل 5 . 
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الفصل الرابع تفر 


14 


التحويلات المتصلة 


Continuous Transformations 


1 التحويلات والدوال 


(Transformation and functions) 


درسنا في الفصل الرابع الدوال المتصلة من '8 إلى "۴ . وفي هذا الفصل. ولكي نتفادى 
الارتباك نستخدم مصطلح دالة عندما يكون المدى هو '5 فقط. ونستخدم مصطلح تحويل 
gÎ Transformation‏ راسم ۵۵ للإشارة إلى دالة نطاقها فضاء متري 50206 مص 
ومداها اما "۴ (1 < ۳) أو فضاء متري أكثر عمومية . 

وندرس في حالات عدة أكثر من فضاء (فراغ) اقليدي بالأسلوب نفسه. لهذا السبب فإننا 
نرمز للبعد الاقليدي في "8 بالرمز ,4 وني "2 بالرمز ل . . . والخ. 
تعريف 14.1: 

إذا كان ۲" تحويلاً من نطاق 8 في "8 إلى "ع فان 7 متصل عند النقطة م في نطاقه 
( بشرط أنه إذا كان 0 < ع فإنه يوجد عدد موجب 8 حيث إن: 


را ) x > (p) ND‏ يؤدي إلى +T(x) € N, (T(p))‏ 
ت أن: 
([ ب) xED‏ و 5( ,0,0 يوّدي ال ع > (1)0 (TOO),‏ . 


:ذا كان 7 متصلاً عند کل نقطة من نقط 1 فاننا نقول بأن 7 متصل على 5. 
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المنحني هو أداة مألوفة لتوضيح الدالة من ع إلى "۳ كذلك تمثيل الدالة من 82 0 
۶ عل السطح في فضاء الأبعاد الثلاثة يمكن ملاحظته في التفاضل التعدد التغير. | 
التالي يساعد في توضيح رموزنا ومصطلحاتنا الحاضرة . 


مثال 14.1: 
الدالة ؛ على ع والمعطاة: 


f(%) = f(x, x,) = Vx + 


ل 


ّل كسطح في الفراغ ثلاثي الأبعاد بمخروط رأسه عند نقطة الأصل . (ارسم ذلك بيانياً 
لفهمه أحسن) . 


اتصالية ! تتحقق بسهولة وذلك بملاحظة أن (0.×)رل = (10 ومن ذلك فإن: 
الم - هه | = ارم" ,مهف 

۰( 4 > [(0 ,ميك - )0 ,| = 
وذلك بواسطة المتباينة المثلثية. إذن تعريف الاتصال يتحقق عند كل نقطة م من ”8 . 


لاحظ أن التعريف 14.1 لا يحتاج إلى تحویلات مشروطة على "8. السطر (1 أ) يعطي ٠‏ 
معنى ناما حتى لرواسم (5«أمم2م) نطاقها ٩(‏ ,4 ومداها (0,ل) . في هذه الحالة ١‏ 
بالطبع » فإن (1 ب) يستبدل بالآتي: 


(ج) 60 و 0(>5,ه يؤدي إلى ع#>(م)41 d(T()‏ 
إن إحدى الطرق لانتاج آمثلة حول الرواسم هو استعیال الفتة نفسها من النقط لكل من 

۴ ا ومن ثم اعطاء كل منیا دالة بُعْدٍ تختلف الواحدة عن الأخرى. 

مشال ۰14.2 


إذا كانت 82 = × مع دالة البعد المعتادة يل وإذا كانت “ع = ۷ مع دالة 
التاكسيكاب الترية عأراعم 131026 التالية : 


(x,y) = ۳ الاج‎ 


ار کڪ 
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اننا نؤكد أن الراسم المحايد × = 708 كراسم من إلى لاء متصل عند كل نقطة من 
قط ×. نان كان 0< : معطی. نختار =8 » فانه لفي ون *ء 


© > (0 ,)ی يؤدي إلى: 
Tp),‏ - 2۵| + |( - و۲6 = T(p))‏ ,۹۳ 
ارم کڪ |x‏ جد 1 ع 5 - 
7 تم - [lx‏ = 


> 15 37 8 + ید‎ Pl J 


23112 


TP»‏ و 
p)‏ ,ره + d(x, p)‏ = 


< 65 


إذن 1 متصل عند م . 

إحدى أغرب النتائج للتعريف 14.1 تظهر عند النقطة في مجال الراسم التي لا تكون نقطة 
نہاية للنطاق. مثل هذه النقطة تسمى بالنقطة المعزولة ١مم‏ 15012160 للنطاق. والحقيقة 
الغريبة هي أن الراسم يكون دائاً متصللً عند مثل هذه النقطة . لتوضيح ذلك إذا كانت م 
نقطة معزولة في النطاق 1 للراسم 1 فإنه توجد كرة (م)ولا لا تحتوي على أي نقطة أخرى 
من 0 . باستخدام ذلك في (1) نرى أن النقطة الوحيدة × والتي تحقق x € N,(p)‏ 
واط ] ۲ هي النقطة م وكذلك مع مدع فَإِنْ الاستنتاج (1 أ) صحیح لأي 0 < ع . 
إذن ۲" متصل عند ۲. 

إِنَّ الظاهرة التي نوقشت في الفقرة السابقة يمكن أن ثری في حالة متطرفة وذلك بأخذ 
نطاق مُكوّن كلياً من نقط معزولة. على مثل هذا النطاق يكون أي راسم متصلا عند كل 
مشال 14.3: 

لنفرض أن (0] ٤‏ ر×٠‏ |« : 82 € ×) = × ولنفرض أن ره هي دالة البعد الاقليدية 
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المعروفة . تكون كل فئة من × نقطة معزولة؛ لأن (م) = (م)ر,۸ لكل م في . الآن 
نعرف الراسم على × بطريقة اختيارية بالکامل. لنقل: 


, إذا كان ي< زوجیاً رم (1-) 


T(x) = |‏ 
: إذا كان × فردياً ب( سک )هن 
3 


إذن حتى هذا الراسم متصل عند كل نقطة في ×. 


تمارين 14.1 
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x,‏ = | = )؛ . بين أن ٤‏ متصلة على 


لنفرض أن ٤‏ دالة على "تا معطاة كالآتي: 
3 
لنفرض أن ۲ دالة على ”ع معطاة كالآتي: رد = (1 » بين أن ؛ متصلة على ”ع . 
لفرض أن 7 تحويل من E‏ إلى ۴ مُعطى كالآتي: (ر× ,,») = 700 . بن أن 
1 متصل على ۴ . 
لتفرض أن 7 تحويل من "۴ إلى "۴ معطى كالآتي: 

3 مر 3) = (100. 
برهن أن 1 متصل على ٤"‏ . 
لنفرض أن (4,لا) » (يل ,×) فضاءين (فراغين) متريين كا في الشال 14.2 


ولنفرض أن 7 راسم من لا إلى × معطى ب ×= (708 » بين أن 1 متصل على 
0 


عرّف [1(<0-,8 22 + ):۴ € *) = 2 ولنفرض أن 1 تحويل من 8 
إلى ,۴ معطى ب: 
T() = ۷ (+ (KD 6 1( ۰‏ 


ین أن 7 متصل عند 0. 
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7 ذا أعطيت (0 ,ی = 100 لكل × في (0) ~ ۴ . فعرّف (1)0 بحيث تكون 
f‏ متصلة عند 0. 


8- لنفرض أن 7 راسم متصل من ( ,×) إلى ('4,/) ولنفرض أن "۲ راسم متصل 
من (۷۲,۵) إلى (:2) . برهن أن الراسم التراكبي )composite(‏ والعطی 
ب(7”000 راسم من ٩(‏ ,×) إلى ("2,0). 


و برهن أنه إذا كان 7 تحویلا من 4 .×) إلى "۵ .۷) متصل عند مع فانه لكل 
 < 0‏ يوجد عدد 0 < 8 حيث إن: 


ع > dfx), f(y)‏ کل كان (م)يلا € .x,y‏ 


Criteria for continuity معيار الاتصال‎ 2 


نبرهن في هذا البند نظریتین يمكن باستخدامه| تحدید ما إذا كان التحویل العطی متصل 
أم لا. أولى هاتين النتيجتين تطبق على التحویل العرف على فئة مفتوحة . .إذا كان نطاق 
التحويل المعطى فثة غير مفتوحة فان هذه النظرية تظل صالحة لتحديد ما إذا كان هذا 
التحويل متصل داخل نطاقها أو أي فة مفتوحة أخرى في هذا النطاق. أولاً نعرّف بعض 
المصطلحات والرموز. 
تعر يف 14.2 : 

لنفرض أن ۲ تحويل من الفضاء المتري × إلى الفضاء المتري ۲. إذا كانت لا © ۸ 
فان الصورة العكسية للفئة ۸ تحت تأثير الراسم 1 هي الفئة التالية التي نرمز لها ب: 

TA] = 1:6۷:00 € A}. 

الطريقة السهلة لوصف الصورة العكسية [۲]۸ 7 هي أنها فئة كل النقط التي صورت 
بالراسم (بالاقتران) إلى ۸ بواسطة 1. 
مثال 14.4: 


إذا كان 7 تحويلاً من 8 إلى “8 مُعرّفاً ب (ر×,4 - ٭) = 100 
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والفثة ۸ هي الفئة (2],)0 ۰ فإن: 


(م), = لمجا 
حيث (4,0) = م + لان وظيفة ۲ هي بكل بساطة إزاحة كل نقطة أربع وحدات إلى 
اليسار (انظر الشكل 14.1) . 


0 

مودي ای ۲۳ 

/ 7 / 
1 ۱ / 
جه + 4 
ا 4 ۱ 0 1 
۱ 1 

١ / 

0 2 N٫(0) 


شكل (14.1) 


النظر ية 14.1: 

إذا كان 7 تحویلاً من الفضاء ١‏ لمتري × إلى الفضاء المتري ۰۷ e‏ 
المفتوحة 1 في × إذا كان وفقط إذا كان لكل فئة مفتوحة ۸ في ۷ تكون لم17 فة 
البرهان: 

أولاً نفرض أن 7 متصل على 8 ولتفرض أن ۸ أي فشة مفتوحة في لا. إذا كان 

2 = [۸] 1 فإنبا فئة مفتوحة. وإذا كان © < [4] ۲ فإنه توجد على الأقل نقطة 
T(p) € A E‏ . لا بد أن نيرهن على أن م نقطة داخلية للفقة 
IA]‏ . بما أن ۸ فئة مفتوحة فإنه توجد كرة ((2/,)1)0ا محتواة كلياً في ۸ . واستناداً 
3 الاتصال توجد كرة Nap)‏ بحيث إنه إذا كان ۱۲( (م)ملا ع x‏ 38 فإن: 


CTIA] iij . ۲0(6۲,)1)0(۸‏ طم لمايلا. 
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نا إن 1 فئة مفتوحة» نستطيع اختيار 8 > "8 بحیث إن: 

[A]‏ 7ع C N,(p) N D‏ (ه) ,پل 
فذا السبب فان م نقطة داخلية للفکة [4] 7 . إذن [۸] 1 فة مفتوحة. 
٠‏ بالعكسء لنفرض أن [۸]' ۳ فئة مفتوحة كلما كانت ۸ فئة مفتوحة» ولنفرض أن م 
غطة في 8 وء عدد موجب. با أن ((م)۸)۳ فة مفتوحة في ۷ و [(0,)۲6] 1 فئة 
«متوحة في ى فإن م نقطة داخلية » هذا السبب فإنه إذا كان 8 عدداً موجباً فإن: 


N,(p) ۳۱۱, (T(p))]. 
. ۲ هذا يعني أنه إذا كان (م)يلا € × فإن ((م)8,)1 © (7)8 . أي أن 1 متصل عند‎ 


النتيجة التالية هي بالضبط نظير النظرية 4.2 لدالة من إلى 5 . على الرغم من أن 
البرهان كالرهان السابق» فإننا نعيده هنا حتى تكون الرموز والمصطلحات للتحويلات مألوفة 


لدينا. 
نظرية 14.2: (المعيار المتتالي للاتصال) 
التحویل 7 متصل علد و لذا کان وفقط إذا کانت لکل مغالية رب( ني ط 
تتارب إلى مء تكون المتالية ری ( 400 تقاربية إلى (1. 
البرهان : 


أولاً نفترض أن 7 متصل عند م ولنفرض أن ,یم( متالية تقاربية إلى م. إذا 
کان 0 < ع. فإنهيوجد عدد موجب 8 حيث أن ملا © × يؤدي إلى أن 
)م( N,‏ € )1 . با أن م = »ا فإنه يوجد عدد لا حيث يكون × < ) 
يؤدي إلى أن (م)رلاء “× والذي يؤدي بدوره إلى ((م)٣),×‏ € (/16 . هذا السبب 
فان lim, (<®) = T()‏ 
عندد صحیح موجب 1 تکون (۴) پر محتوية عل بعضص × والتي تمتاز بالخاصية 
((م۲) بجع »)7 . لكل عاء نختار مثل هذه ال »ى لنقل “× والتي تحقق 
تي و NAT)‏ ۶ (1۳. 
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۲ 1 
١ 0 1‏ : 
يما أذ اي > (م, ) ,4 . فيكون لدينا م< lim,x‏ ولكن 


“© <(“ )ےه وھذا فان پم [ 173 لا تتقارب إلى (700. 


کا في الباب الرابع» فإن 506 نافعة في توضيح أن الدالة المعطاة غير متصلة عند النقطة 
المعطاة. والاحتفاظ مهذه العلومة حید في الع‌ارین التالية . 


تمارين 14.2 _ 5 


1- لنفرض أن 1 تحويل من "تا إلى ۴ معطى ب: (×3 ,,«3) > 100 ولنفرض أن 
C E‏ يلا = A‏ . أوجد [ه]۳. 


2- لفرض أن 7 تحويل من © إلى 2 معطى ب: 


xX 83 


) جو ۽ و |= 


+ x ۲ + × 


ولفرض أن ۴ > (۸,)0 = ۸ أوجد [1]۸۔ 


3- لفرض أن دالة من "8 إلى '8 والعطاة "ند + ... + ] = ١‏ ولفرض 
۸ الفترة (2, 3-) . أوجد (ه)۳. 


4- لنفرض أن 1 تحويل من غ إلى ۴ ومعطی على النجو التال 
(2 + × ,2 + ,*) = 108 . برهن على أن 7 متصل على 82. 


5- مُعْطى ا دالة على “ع : 


برهن أن ٤‏ منفصلة عند 0. 
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۰ لفرض أن ] دالة على ”۴ معطاة ب: 


if xx, #0, 


برهن على أن منفصلة عند 0 
- برهن أن الدالة المعطاة في تمرين 6 منفصلة عند كل نقطة ص التي ذات الشكل 
زيم > 0) أو (40 ,م). 


«- لنفرض أن 7 تحويل من 87 إلى ع ومعطی بالصيغة: 


1) = (sin | ,ل‎ × 


إذا كان 0 7۶ <. 


برهن أن 7 تحويل غير متصل عند كل نقطة على شكل رم ٤‏ 0) بغض النظر عن 
تعريف (×)1 عندما 0 = ,. 


3 مدى التحويل المتصل 


The Range of a Continuous Transformation 


ندرس في هذا البند فئات جزئية من مدى تحويل متصل . إذا كانت 5 فئة جزئية من نطاق 
1 فإننا نستخدم نفس رموز التعريف 14.2 ونفرض أن [7]5 يدل على صورة 8 تحت تأثير 
1: 


TIS] = {T(p):p eS}. 

إذا كان 7 تحويلاً متصللاً وكانت ل 5 بعض الخواص العينة كفئة جزئية من نطاق ۰7 
فنسأل ما إذا كانت الصورة [7]5 محتفظة بالخواص العينة نفسها كفئة جزئية من مدى 1. 
أول نظرية في هذا البند تؤكد أن خاصية الترابط 26602655دمه يحافظ عليها تحت تأثير 
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منتدى افريقيا سات 


الراسم التصل . هذه الخاصية هي تعميم لنظرية القيمة الوسطى (نظرية 5.3) -۱01010601 
ate value theorem‏ في حالة الفضاء التري . 


نظرية 14.3: 
إذا كان 7 تحویلا متصلا على الفتة الفتوحة 2 وکانت 8 فتة جزئية مترابطة من 0ء فان ۳ 
يحول 5 إلى فئة مترابطة [1]8. 


البرهان : 


لنفرض أن 7 تحويل متصل على الفئة لفتوحة 10 وان © 5 . نفترض علاوة على ذلك 
بان [1]5 فئة غير مترابطة 0500060060 ونيين بأن 5 لا بد أن تكون غير مترابطة, 


باستخدا م النظرية ۰13.5 توجد فئتان 8 ,۸ حيث إن AUB‏ € [5] 1 وتتقاطع الفئتان ١‏ 
NE 0‏ اكد إن 1 فان |[ 1 شان منترحتان : 


و ۷۲8 A‏ ء 5 ایضا لأن كل نقطة من 5 قد خولت إلى ۸ أو 8. تالياً: 


0 ۸ 7 ؛ لأن بعض نقط (168 تکون في ۸. وبالئل فان ٠:‏ 
2 * 5 م IB]‏ ۲ . علاوة على ذلك [م)! 7 . IB]‏ 1 غير متقاطعتین؛ لانه إذا ۱ 


كان النقطة « في كل مها فان 100 کون في ۰۸ 8 كلتيهم). لهذا السبب وباستخدام 
النظرية 13.5 تکون 5 غير مترابطة . 


النظرية التالية تکون تعميم النظريتين 5.1 و5.2 في حالة الفضاء التري . في هاتين 
النظريتين ندرس مدى دالة متصلة على فترة مغلقة. في حالة الفضاء التري ندرس فئة مغلقة 
ومحدودة ونسأل ما إذا كانت صورتها تحت تأثبر تحويل متصل فئة مغلقة ومحدودة أيضاً. 


لكي نؤكد الإجابة لا بد أن نفترض أن الفضاء التري له خاصية هاين ‏ بوریل (نظرية 
(ب) 13.12). هذا يؤدي إلى خاصية التتالية المحدودة (نظرية (د) 13.12) وتستخدم هاتان 
النظريتان في البرهان. 


نظرية 14.14: 


لنفرض أن × فضاء متري يتمتع بخاصية هاين - بوريل ولنفرض أن 1 تحويل متصل على 
۶ . إذا كانت 1 مغلقة ومحدودة فان صورتها [(7]1 تكون مغلقة ومحدودة أيضاً. 
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الرهان : 
أولاً نوضح بأن [1]5 محدودة. لنفرض أن م نقطة في ‏ حيث إن [7]0 © (7)0 . 
للاختصار نكتب ,× للتعبير عن الكرة المفتوحة: 


N,(T))‏ و لحم" ديف 


باستخدام النظرية 14.1 كل ,ل مفتوحة في × وبا أن ا 8 يحتوي على مدى 1 
كله فإننا نستنتج أن A,‏ لا غطاء مفتوح cover)‏ ا 2. الآن وباستخدام 
خاصية هاين - بوريل يوجد تجمع نبائي من ۽۸ يغطي 2. با أن ريه > ۸ فهذا يعني 
بأنه توجد فئة واحدة ولنقل س۸ تحتوي على 2. إذن أصبح لدينا ,هت 2 . وهذا 
يؤدي إلى أن .لا = [,1۸ نا [1]10 وبذلك تكون []۲ محتواة في كرة» وهذا يعني أن 
[1]0 عدودة. 


ولكي ین أن [710 مغلقة ندرس نقطة نهاية و للفئة [1]0 . 


إذن توجد متتالية ,ی (9۳) في [1]0 بحيث تكون و = “۳ا . لكل “أو 
في [7]0 نستطيع اختيار × في © بحيث يكون »)7 = "و با أن 2 محدودة فإن 
.م (“*) متتالية محدودة وباستخدام النظرية (د) 13.12 فإن لها متتالية جزئية تقاربية 
ومايتها لا بد أن تكون م في 2؛ لأن © مغلقة, لنقل ان م = ”ا . 
باستخدام 6 (النظرية ۰)14.2 فان (م)1 = ( )1 ,۱۳ + ولكن لا بد 
ی أن تكون لها نقطة النهاية نفسها كما 
0 99 
ل 4{ 2 10 1 ۰ 
وهكذا و = T(p)‏ ۰ وه موجودة في T[D]‏ ومن ثم فهي 110 تحتوي على كل نقط 
بایتها. 
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تماريسن 14.3 


1- لنفرض أن 1 تحويل من 85 إلى ۴ بحيث إن لكل م في ۴۶ يكون ترتيب 

لاحدائي الصادي ل (7)0 غير صفري . إذا كان 7 يحول النقطة (1- ,0) والنقطة 

(1 ,0) كل إلى نفسهاء بین أن 1 تحويل متصل. 

2- إذا كان 1 تحويل متصل من 85 حيث إن 0= (۲)0 و ال" غير محدودة. 

برهن أنه توجد نقطة م في ۴ حيث یکون 1 = ((م)47 (40 . 

3- آوجد دالة ! متصلة على الفشة المحدودة 9 في 587 بحيث تكون [7]0 فة غير 

محدودة. 

4- أوجد دالة متصلة على "ع تحول اتحاد الفترتين [1 :۰0 [2.3] فوقياً (060ه) إلى فئة 
النقطتين (1) لا (0). 

- أوجد تحويلاً نطاقه الكرة (۸,)0 في :1 بحيث يحرّل (۸,60 فوقباً وباتصال الى 
الخط }0= L={x€EE :x,‏ . 


6- أوجد دالة متصلة ؛ على ٤‏ بحيث تحول الفئة المغلقة © فوقياً إلى فشة غير مغلقة 
TID]‏ . 

7- لنفرض أن فثة مغلقة ومحدودة في "تا ولنفرض أن م نقطة في 0 15 . برهن 
d(p, q)‏ < زم „d(x,‏ 


Continuity in E E" الاتصال فى‎ 4 


قد يكون من الطبيعي لكي نتحقق من اتصال دالة من "8 إلى "ع أن نعتير تأثيرات 
خجایات التتالية على كل إحداثي على حدة. فعلى سبيل المثال. إذا أعطيت ۶ بالصيغة التالية: 


1 
if x, #0 
3 1 2 
f, x) = 0 if x =0 
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نلاحظ لأي قيمة غير صفرية وثابتة ل ر×. أن ؟ دالة متصلة للمتغير ,۰ ولكن لأي 
سمة ثابتة ل × ما عدا الصفر فان ؟ تكون منفصلة عند 0 = ر× (بالضبط ۶ منفصلة عند 
۷ في ”8)» هذه الطريقة هي سهلة وبسيطة لإيجاد نقطة الانفصال. ولكن الأهم أن 
بذکر أن الاتصال عند احدائی لا يضمن لنا اتصال ۴ في "8 . الاتصال عند النقطة م في 
1٠‏ يتطلب أن تقترب (10 إلى (100 كلما اقتربت × من م عبر أي مسار متصل. وامثالان 
تالیان يوضحان هذه الحقيقة . 
مثال 14.5: 

لنفرض أن ۶ مُعرّفة على 87 ب : 0= (۴)0 وإذا كان 0 > × فإن: 


علج = (ر× 10 = )1 


مان 0= (ي< ,۴)0 = (0 ,»)۴ لأي × أو ر×. 
وهذافإن {x‏ تقترب إلى الصفر على المحورين» ونرى أن 
((00) تقترب إلى (100 . ولكن إذا درسنا متتالية أخرى تقترب إلى 0 على طول 
حط آخر» ولنقل : 


1 مم فإن: 


N. 
۳ 


۱ َ 1 
لكل عان ويهذا نجد أن ےل(“ تتقارب إلى < . 


f) 


دم 


لهذا السبب وباستخدام النظرية 14.2 نجد أن 1 غير متصلة عند 0. 
مثال 14.6: 
لنفرض أن ۴ ترمز للفئة («> یه > 82:0 ٤‏ «) والتي تتكون من كل النقط 
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منتدى افريقيا سات 


الواقعة بين المحور السيني ,× والقطع الکانیء العطی بالمعادلة ]× = يد (انظر الشكل 


432 


x 


$ 


x = x 


شكل (14.2) 


تعرّف الدالة ؛ لتكون ما يسمى «بالدالة المميزة» للفئة ۴: 


if 


xEF, 


#6 


1, 


0, if 


f(x) - 


من ثم (10 تقترب من ۱0 = (10) كلما اقترب × من 0 على طول أي مسار حطي ء 
ولنقل: إن 10م ا) = ۳« حيث 0 - نا ؛ لانه عندما تکون ا صغيرة جدا 
(بین 0 و”) لا تكون × في . ولكن بالرغم من ذلك فإن ؛ غير متصلة عند 0؛ 
e‏ 1 : ِ 
لأنه إذا كانت [ كل <1( “ر فان e۴‏ ر وبذلك فان ی٤‏ 
تتقارب إلى 1 * (1)0 كلما كبر ۷ بدون حدود. 

المثالان السابقان يوضحان أن خهايات الإحداثيات غير كافية لاتصال الدالة ذات النطاق 


متعدد الأبعاد (multidimensional)‏ . 


) 


ولكن هناك شرط ضروري لاستنتاج الاتصال. في الأمثلة ۰14.5 146 اعتمدنا على 5606 
لاستنتاج حكمنا على الانفصال» ولكن هذا الشرط الضروري يكن أن يوضع بدون الرجوع 
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إلى نهاية المتتالية (انصنا لهتأمعنوء5). هذا يتم بحيلة مألوفة لدى طلبة التفاضل والتكامل 
للمتغيرات المتعددة. لنفرض أن × تقترب من نقطة معطاة هي ص على طول السار والتي تكون 
عندها كل احداثيات × حرة ما عدا احداثي واحد له القيمة الثابتة المناظرة لاحدائي النقطة 
.P‏ 

هذه النهاية الواحدة للاحدائيات يمكن اختبارها لكل الاحدائیات « في "8 . ولكي 
تكون الدالة ؛ متصلة عند م فان قيمة كل نهاية من هذه « من النبايات لا بد أن تكون 
.f(p)‏ 

وقد خص هذا الاستنتاح في النظرية التالية : 


نظرية 14.5: 
إذا كانت ۴ متصلة عند م في "8 فان لكل 2 , .. ,2 ,1 -1. 


lim f(P, ....,x;,...°p,)] = f(p) (1) 
۱ ۰ 


عندما تدل Pp)‏ ,< 1 على النقطة ‏ العطاة : 
× در » سح بر لكل ۶۱ [. 


الفروضی ملاحظة أن النهاية في (1) هي ناية لدالة من ۸ إلى ا كما درسناها في الفصل 
الرابع» وإذن لا تحتاج إلى تعريف آخر. ولم نعط تعريفاً لنهاية الدالة على "۴ عندما تكون 
1 < م ولكن عرّفنا فقط الاتصال لمثل هذه الدوال. 


تماريسن 14.4 


وضح في التمارين من 1 الى 3» أن ؛ منقصلة عند 0 على الرغم من أن 
(0 ,16 = 0 = (ر× ,۴)0 لكل من ,*ء ر×. 


XX 

1 20-0 وإذا کان 0 < × فان 2ل = (»)؟ 
Xx,‏ + وا 
XK‏ 

2 0=( إذا کان 0 - برد ولغیر ذلك ۳ = f()‏ 
يكار 
X‏ 5111 

3 0= () إذا كان 0 = رد ولغير ذلك : = f)‏ 
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4- لفرض أن ؟ دالة من "17 معرّفة كالآتي: 


2 
بر‎ X 
5 22 , i x#0, 
۲ EK FX 
f(s) = 
0 il x=0 


ین أن ) منفصلة عند 0 على الرغم من أن ( 1)١‏ تؤول إلى 0 كلما اقتربت اه إلى 
0 على طول أحد محاور الاحدائيات (قارن ذلك بثال 14.5). 


5- عرف (ود+ >> F = ) e E‏ وافرض أن ٤‏ دالة من ۴ معطاة 
کالاتي : 


1, f EE; 


10 = 
0, if ۰ 


وضح أن ( »)۲ تژول إلى (0)؟ كلما اقتربت × من 0 على طول أي مسار خطي 
ولکن 1 منفصلة عند 0. 


6- يقال للتحویل آمن FE"‏ إلى "ع بانه احترال السافة )reducing distance)‏ إذا وجد 
عدد ۲ بحيث یکون 1> > 0 و 


( ,4 ۲۰ >( ,)ل لكل رد في "غ 


برهن أنه إذا كان 1 يختزل المسافة من "1 إلى "۴ ۰ فان هناك نقطة واحدة ثابتة 
“م بحيث إن *م = (*م)1. 


(ارشاد: لبعض × في "8 . عرف 
0 ۱9 د T(x), x = TIT), .... x»‏ = بر 
نی( ي شخ ند مود لیم 
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منتدى افريقيا سات 


Linear Transformations التحويلات الخطية‎ 5 


يمكن للفضاء "18 أن يمنح تركيبات جبرية وذلك بتعريف حاصل جمع النقاط في E"‏ 
مستخدمين الجمع الاحداثي : 
انا ,< (Ky‏ = + ۲ 


لك ليلا ما و و إلا + (Xx‏ = 
ويمكن تعريف عملية الضرب في كميات غير متجهة (13:5ه5) كالآتي: إذا كان × في "8 


ول في ۴ )= «(E‏ فان : 


)2( 8 و aX = a (X,, ..., X,) = (3X,‏ 
دم أيضاً التجهات الأساسية (۷66۱۵7۵ وزوة0) كالآي : 

e = 0,0, ۰ 0( 

,(0 ۰۰ ,1,0 ,0) = فى 


e = )00: 1:0, ۰, (۰ 03) 


e = (0,0,0, ۰,0, 1( 


باستخدام (1) و (2) نرى أن أي نقطة × أنه يمكن التعبير عن أي كتركيبة خطية ۱0۵۵7 
combination‏ ثل 5 من هذه النقاط : 


× و ور ورک) = »× 


= x, (1,0,0, ...,0) + xy (0,1,0, ...,0) + ... + x, (0,0, ...,0,1( 


xe + xe E xê". (4)‏ 3 
أخيراً نعرف معيار (مقياس) (20:52) نقطة × کا يلي : 
212 
[xî + $ +... +] (5)‏ = انما 
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تلاحظ أن (0 ٩,6,‏ = || وهي البعد الاقليدي بين × و0. ومن ذلك نجد أن 
(1 ,0,۲ < اام - ذلا 

بنتيجة التعریفات السابقة فإنَ الفضاء التجه -١‏ نون الأبعادء مألوف لدینا بتفاصیله من 
دراسة الجبر الخطي . ولیس في نطاق دراستنا هذه دراسة وتقدیم نظرية الفضاء التجه ذي 
الأبعاد المنتهية. ولکن من الناسب اختیار بعض التحویلات الخطية باختصار لأهميتهاء ولاجا | 
أمثلة بسيطة عن التحویلات التصلة من "2 إلى ۳ظ. 


تعر یف 14.3: 


يقال: بأن التحويل 1 من "8 إلى "ع تحويل خطی (۱:06۵7) بشرط أنه لكل ۷ في ! 


8' واه في‎ E" 


T(ax + by) = aT(x) + bT(y). 


النتيجة الرئيسية في هذا البند تكمن في امكانية التعبير عن أي تحويل خطى بضرب : 
المصفوفات «(matrix product)‏ أي أنه توجد مصفوفة ازرها ذات الأبعاد م ۳ بحيث . 


إنه إذا كان (7)8 = ر فإن: 


4 3 و‎ 3 J, 
ك‎ Sr X2 6 

T(x) = 1 : = - | =وy‎ 
An, وه و‎ Ym 


وهذا هو معنى النظرية التالية. 
نظرية 14.6: 
إذا كان 7 تحويلاً من ۳۳ إلى ”ع , فان 7 تعطى بالآتي: 
لا ما6 xX)‏ ول T() = T(x,‏ 
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عندما يكون: 


إ6( 


رک An‏ ا 


.کل معامل ره یکون عددا فقا 


الرهان : 
أولاً ندرس الحالة التي یکون عندها 1 = ۱0 وبذلك تکون 7 دالة من "8 إلى ٩ظ.‏ 
كز انتباهنا على النقاط المهمة ل« والتجهات الأساسية [60) . إن ضور (وعههسة) 
هذه النقاط ١‏ تشكل آعداد ولنقل إن: 
A,, .... (e) = ۸‏ = ل T(e)‏ 
استخدام (4) وخطية ۲" یکون لدینا: 
T() = 160۲ + xe +... + xe")‏ 
x Te) + x,T(e*) + ... + x T(e")‏ = 
م + .ل عه SAX, FAK‏ 
هذا السبب فان ۳ قد مثلت بالمصفوفة الخطية 
AJ‏ ...يف ۸] 
الأن لنفترض أن 1 < س . إذن لدينا 


<Y,‏ مولا (Ys‏ = (,× ...ید10" عندما يكون كل احداڻي من إلا دالة في *» لنقل 


إن: 
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با أن 7 خخطي فهذا يؤدي إلى أن 7 يكون خطيًا عند كل احداثي, أي أن كل ۶ دالة 
خطية من "5 إلى ظ. ۰ 
إذن كا في الحالة الأولى, كل 1 تعطى على شكل مصفوفة خطية: 
FF A aKa‏ يكلوبة + ys Kg o X,) = aX‏ لا . 
هذه الفئة من 0 من الدوال الخطية ,را ,... ٤,‏ تحدد 7 من صفوف (2085) المصفوفة la;‏ 
التي تمثل ۲ كا في (6). 
يمكن استخدام الفكرة وراء برهان النظرية 6 في ايجاد التمثيل بالصفوفات لتحويل 
خطي إذا كان صور النقط ١‏ معروفة. 
مثال 14.7: 
لتفرض أن 7 تحويل خطي من ۴ إلى ۳ظ بحيث يكون: 
,= :2 ,1) 2 (0,0 ,10 : 


و ,)4,0,3( > (0 ,1 ,100 
۲ .)3,1,1( = (0,1 ,10 
عندكلٍ يشل ۲ بالمصفوفة 

1 4 -3 

2 0 1 

-1 3 1 


حيث تكون أعمدتها صور لكل من (0 ,0 ,100 (1,0 :۰100 (0,0 ,۲01 على التوالي. 
مثال 14.8: 
لنفرض أن 7 تحويل خطي من ع إلى ع بحيث إن: 
.T@, -1( = 00, -1(, 11, 1) = (1.2)‏ 


1 22 ,8 
لنفرض أن الصفوفة التالية من 2 × 2 تمثل التحویل 1 231 ١‏ 


21 22 


المت ف 
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1 
لنحصل على (1 ,۲1 نضرب الصفوفة في «النقطة» ۱ | 


1 
1 1 1 3 2 
ونساوي النتيجة ب ١‏ 2 
0 2 2 1 ويه یه 
ومن ذلك : 
)0( |= وه + a,‏ و 2 یره + ,رة 


رش لتحصل عل 70-0 نرب امن | | 


1- 
ونساوي النتيجة ب: ۱ | 
1 


2a ag =1 و‎ 2a - ره‎ >1 (8) 


2۱ 22 


وبحل جموعة المعادلتين الناتجتين من (7)و (8)» تحصل على 0 = 2 و1 = ر وکذلك 
a, 2 1‏ و2 < رية . هذا السبب فان ۲ تعطى بالمصفوفة : 


1 0 
تعين النتيجة الأخيرة في هذا البند خاصية الاتصال للتحويلات الخطية. وفي برهنة هذه 
الحقيقة تستخدم النتائج التالية العامة للتحويلات الخطية بين الفضاءات الاقليدية. 
نظرية مساعدة 14.1: 
إذا كان ۲ تحويلاً خطياً من E”‏ إلى "2 . فإنه يوجد عدد ,۸4 بحيث يكون لكل × 
في E”‏ 
)9( ||« > || 
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الرهان : 
لتفرض أن الصفوفة [رره] ذات آبعاد « - © َكل التحویل 7 ولنعرّف: 


)10( هه 2 = بلا 
عندما یژخحذ الجمع الثنائي على كل المداخل 228 للمصفوفة. فإن: 
)1( ' ره ...+ ره (Ireoll = {D‏ 


يمكن التعامل مع كل خط في المصفوفة [رة] على أساس أنه نقطة في 8. إذن كل مجموع 
في الجانب الأيمن من (11) يمكن حسابه باستخدام متباينة کوشی لإاءناة© ‏ بونیاکوفسکی 
Bunyakovsky‏ - شوارتز ۹6۱۷۵۲۱2 (نظرية 13.1): 


j‏ .)> ااه| 
2۱ ۱ زره یه 2) > 


نظرية 14.7 

إذا كان 7 تحویلا خطياً من "8 إلى ”8 , فان 7 متصل على "ع . 
البرهان: 

لنفرض أن م نقطة كيفية في ٤"‏ وأن +2 هو العدد الوارد في النظرية المساعدة 14.1. 
لکل × في E"‏ 7 لدینا : 

۵ 20, زم‎ = ||) - (|| 
- بل > لو مت‎ lx = pl = My û, (x. p)- 
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اذا أعطى 0 < ce‏ نستطيع تعريفا ۳۷۲ = 8 . وهذا يؤدي إلى 
)T(«(, T(p() > +‏ رل كلما كان 8 > (۲ ,)بل 


نلاحظ أن اختبار 8 في البرهان السابق مستقل عن النقطة م التي برهنا على اتصال 
التحويل عندها. من ذلك نستنتج أن التحویلات الخطية منتظمة الاتصال 001۷[ 
continu‏ على نطاقها شبيهة بالدوال الخطية على *1. 


قارين 14:5 سس سس 


- لفرض أن 1 تحویل خطي من “8 إلى ع معطی بالصفوفة التالية : 


2 1 ا[ 2 
3 تا 2 0 
2 ت 1 5 


أوجد صورة النقطتين (1,3- ,1,2) و (2 :3 ,2,1-). 


2 لفرض أن 7 تحویل خطي من E“‏ إلى "۳ بحیث إن: 
(3 ,1,2 ,0) = (1)0,1:0,0 
)4 0 ,2( = (,0 ,0 ,0 ,1)1 
)4,1 ,2 ,6-) = )0,0,1 ,100 
T(0, 0,1,0) = 3,2, -3, 1)‏ 

أوجد المصفوفة التي تمثل 1 . 

3 لنفرض أن 7 تحويل خطي من ۴ إلى ۴ بحيث يكون 
(۱- ,3( = (,۲0:1 و )1,7( = (1- ,1)1. 
آوجد الصفوفة التي تمثل 1 . 
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4- لنفرض أن 1 تحويل خطي من *2 إلى ۲۳ بحيث يكون: 
(3- ,4) > )702,1 (1,ك-) = (3- ,10 
أوجد المصفوفة التي تمثل 1. 


کے ا E‏ ۱ ۳ 
بين أن العدد ,× الذي اخترناه في (10) ليس بالضروري أن يكون أصغر عدد يحقق . 
(9). 


(ارشاد: ادرس التحويل المحايد × = ()1). 
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الفصل الضامس تشر 
15 


حساب التفاضل في الفضاءات الاقليدية 


Differential Calculus in Euclidean Spaces 


1 المشتقات الحزئية والمشتقات الاتجاهية 


Partial Derivatives and Directional Derivatives 


في هذا البند سنفرض أن ۶ هي دالة من النطاق ‏ في "8 الى في ان وأن × نقطة في 
0 داخل 5 . نعتبر «خارج قسمة الفرق»: 


ل (xy‏ — ليك مس مر بل ...۰ :16 ] 


1 
٠‏ بالاستعانة بمتجهات الأساس» نكتب خارج قسمة الفرق كا يلي: 


[f(x + te®) - زم‎ 


t 


وتصف هذه النتيجة لنقطة معطاة « في 50° دالة (في )) من فئة ما (ة ,0) لا (0 ,8-) إلى 
في '5. ويضمن لنا المطلب الذي تكون فيه × نقطة داخلية في ظ أن خارج قسمة الفرق 
هذا معرف مهما كان ۲ قريبا قربا كافيا من الصفر. وحيث إن الصفر يكون بذلك نقطة 
داخلية لنطاق النسبةء فإنه يمكننا أن نأخذ في الاعتبار احتمال أن يؤول خارج قسمة الفرق 
إلى نهاية عندما تؤول ؛ إلى الصفر. 
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تعريف 15.1: 


5 1۱ 

f(x + te (1 ۳ ۲ 5 

إذا وجدت النهاية التالية» نكتب: ا ای f(x) = lim‏ 
1 زاج 


فتکون هذه النباية هى الشتقة الجرئية للدالة ] عند × بالاحدائی ال 1. وإذا وجدت هذه 
النهاية لكل × في فتة جزئية 0۳ من © فإنها دالة ۴ على "0 . ۱ 
مثال 15.1: 

f(x) = XX» + 3 sin (0. إذا كانت‎ 

1, = 2% Xa: نان‎ 


هر که 2 ۰ 
كم 3x sin‏ ۳ 


2 
3 


١ f) > 2 X, COS (۰ 


لاحظ أن كلا من را ,یا .,؟ دالة في "ع ٠‏ وبالتالي يمكننا «تفاضلها». أي أننا نطبق التمرين ' 
1 لنحصل على الشتقات من الرتبة الثانية : 
م2 = )8( 
6x, sin 3‏ = زرا 
2 
2*3 


f(x) = 2% cos (x) - 4x, sin (). 


2% = ل ا 0 > (,] 
,0 = 3 مب [f‏ = ))1 
2۰ = ناريا 
KX, COS (%0.‏ = )را 
f(0) =0,‏ 
COS 0‏ 6 > ايا 
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لاحظ أنه في الخال السابق كانت ریا = را » را = یر؟ و وبا بي . وهذا يفترض 
بأن هذه المشتقات الحزئية المختلطة تعطى النتيجة نفسها بغض النظر عن ترتيب عملية 
التفاضل . وسنرى فيا بعد أنه عندما تكون كل المشتقات متصلة تتحقق بالفعل هذه 
الخاصية . 

نفرض أننا نريد أذ النهاية لخارج قسمة الفرق بالاقتراب من × على امتداد اتجاه ما 
يختلف عن ام ,... ,م ,م . ويمكننا أن نقترب من × على امتداد أي مسار و خط 
مستقیم» بالطريقة التالية. نفرض أن س نقطة في "8 بحيث إن 1 = |إن|| » عندئذ يحدد ن 
«اتجاهاً بمعنى أنه إذا كان ؛ أي عدد فإن سا + « هي نقطة تقع على «الخط» المار ب × 
ون + »× بحيث يكون 1 - (س + ,)ل . (ونعنى بالخط انار ب* ولا الفئة 
{ax + by:a 61 25 ER}‏ الكوّنة من كل التركيبات الخطية ل × و ). 


تعر یف 15.2 : 
إذا وجدت النهاية التاليةء نکتب: 


im Û ۲ f)‏ = ورم 
ابا 
0 
النى تسمی بالشتقة الاجاهية للدالة ۴ عند ×. 
لاحظ أن ۶ هی ببساطة 5 في الحالة الخاصة عندما ‏ < ها . 
مثال 15.2: 


نفرض أن ؟ هی دالة في © معطاة بالصيغة: 2 + f(x) = 10, x) = XX,‏ 


ونفرض أن (0,1) =× و اي . ( u‏ عندئدذ فإن: 


f(x + tu) - f(x) 1 t 2 
اع + )+ ( + و س‎ -1[ 
IFAM 
۲ 1:7 * 2 
لا وک‎ 
۱/2 2 
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وبجعل 0ج تحصل على : > = (0,1)قيم 


وهناك نتيجة معروفة (نظرية 6.1) في نظرية الدوال من ۸ إلى -في (10:0) 15 وهي أن القابلية 
للتفاضل تتضمن (تؤدي إلى) الاتصال. ومن الهم أن ندرك أن هذا التضمين ليس صالماً في 
حالة الشتقات الجزئية للدوال في "8 » عندمایکون 1< 1 . وني مثالي 14.5 14.6 
تتحقق لكل من الدالتين المتساوية 0 - (0),] = (0)/,؟ . ولكن ] منفصلة عند 0. 
بالفعل» ففي الثاني من هذين الثالین لدينا 0 = (2,5)0 لكل مشتقة اتجاهية. ومع ذلك 
فان ۶ ليست متصلة عند 0. 


نماریس 15.1 


1 نی ذا (× + ×) و۱0 ید« = 100 ۰ عین كل الشتقات الجزئية من الرتبة الأولى " 


ف التمارین 2 عين Df)‏ . 


f(x) = Xj + x gg # = (1,2). -2 
ونا‎ = x: = ( و لك‎ 1) 3 
109 = x + ا فد قف شك ) - ديعي‎ 4 
زا‎ = + xX: U (Ee (1,2. 5 


2 التفاضلات وخاصية التقريب 


Differentials and the Approximation Property 


نخطو خطوة أخرى بمحاولة تطوير المشتقة الاتجاهية. ومرة أخرى فإن × هى نقطة داخلية 
في النطاق 0 للدالة 1. نفرض × نقطة قريبة بشكل كافي من 0 بحيث إن حك + × تكون في 
0 وبعد ذلك ندرس الفرق (16 - (جھ + )1. 
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منال 15.3: 
نفرض أن ۲ هي اندالة في ۴ العطاة بالصيغة: 


f(x) = f(x, X2. x) = XX, — 3 


: عندئذ فان‎ 
f(x + Ax) = (x + Ax) (x, + (يعد‎ - (x, + AX) 
= (xx عدوي + درم + عدوم ة) + د‎ [+ {Ax Ax, - (Ax) | 


= f(x) + )!, (%)4Ax, + یه( + و(‎ + {Ax Ax, - (4x) } 


وعکن تفسير الحد الأوسط بوصفه صورة النقطة ×4 تحت تأثير الدالة الخطية ا الممثلة 
بالصفوفة الصف [(*),؟ 1:60 (),۴] . وعندما اع۵ا|_ یکون صغيراً (علی سبیل 
المثال 1 > |۱۵ ) یکون الحد الثالث أصغرء وبالتالي نحصل على التقریب: 


f(x + Ax) - f(x) + L(Ax). (1) 


تعر يف 15.3 : 

إذا وجدت المشتقات الجزئية اله للدالة ۴ عند النقطة × فان تفاضل ] عند × هو الدالة 
الخطية ,45 الممثلة بالمصفوفة الصف ]1)0 ۰ 60ر1 )نا > ,له . 

والنتيجة الشامة التالية هى خاصية التقريب التى لاحظناها في مثال 15.3. ولإثبات هذه 
النظرية نحتاج إلى النتيجة التمهيدية التالية : 
نظرية مساعدة 15.1: 


إذا كانت ؟ دالة بحيث إن مشتقاتها الجزئية اله تكون موجودة في داخل الكرة (,۱۷ 
(n)‏ (1 


و ×۵ هي نقطة في  ۸,)0(‏ عندئذ توجد النقطة "ام .... ,"م في (#,۱۷ بحيث إن: 
Ax, + ... + f, (p®) Ax). (0)‏ (ثام)ة جع f(x + Ax) - f(x)‏ 
خطط للبرهان 

النقط "م .... ."م هی نتيجة تطبیق قانون القيمة الوسطی لكل من الاحدائیات 
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الم على سبيل المثال. فإنه على جزء المستقيم 
Dx + (x + ۵ 0 > ١> 1}‏ - 0{ 
يمكننا اعتبار ؟ دالة عددية (في ) قابلة للتفاضل على [1 ,0] . ووفقاً لقانون القيمة الوسطى 
يوجد عدد ,ا بين 0 و[ بحيث يكون: 
e" ax) - f(0]‏ + ] 


Ax 


وبعد ذلك نطبق قانون القيمة الوسطى على الجزء المستقيم بين النقطتين 


e Ax, + Ax, gy (+ 3 ۵x}‏ +× لنحصل على p7‏ »> نقطة على ذلك الحزء 


المستقيم بحيث يكون: 


1) =) x + جين‎ e xJ} = )م(‎ = 


O _ ۱1 + Ax, + e۳7 ۵x) - f(x + [لعواك‎ 
f,(p )= 
۵ 


ویکننا أن ننظر إلى هذه العملية كحركة من « إلى Ax‏ 1 × على امتداد مسار مضلع من 0 
من الأجزاء المستقيمة بحيث يتغير على كل جزء مستقيم منها احدائي واحد فقط. وبذلك 
يمكن كتابة (۲0 - (٭۵ + »)1 يمكن كتابته «كمجموع ختصر): 


١ f(x + Ax) = f(x) = 2Z [f ( + >") 5 1 + 3 ام‎ 1 
3 3 f (p) Ax, 


وبذلك تتحقق (2). (في الحد الأول من هذا المجموع كتبنا: ٠۸‏ لا بدلاً من 0). 
عو 
نظرية 15.1: خاصية التقريب. 
إذا كانت ؟ دالة على "8 حيث مشتقاتها الحزئية ال ١‏ متصلة على الفئة الفتوحة 1 فإنه 
لكل × في 2 يكون: 


f(x + Ax) = f(x) + df(Ax) + R(x, Ax), 
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allo ۳‏ 
الرهان: 
في البداية نختار النقط "م .... ,”م كا في النظرية المساعدة ۰15.1 وبذلك فإن: 


(1) (n) 


f(x + Ax) = f(x) + f(p ( Ax, + ... + 8 ) Ax, 


= f(x) + عدرة‎ + ... + 00 Ax, + [f,(p °) = f(0] بعد‎ + ... + 


)م 


+ [fp د(‎ f(0] Ax, 


= f(x) + df, (Ax) + R (x, Ax). 


ولكل 1 1 
axl > {Z lax} ° = ۵‏ 
ومن ثم ینتج أن: 
R(x, A ۰ i 14x; 1‏ 
.اوم - )م( )| > ۳ اوم - رمع | ب > ,معا _ 
۳۳ 5 | اد 


وحیث إن كلل من 6 متصلة عند × فإن الطرف الأيمن يؤول إلى الصفر عندما |أخد|| 
يؤول إلى الصفرء وهذا یم البرهان. 
نظرية 15.2: 

إذا كانت ۶ دالة مشتقاتها الجزئية متصلة على 2 فان کل المشتقات الاتجاهية («)ثي2 
موجودة في كل نقطة × في 2. وعلاوة على ذلك يكون: 
df (u). 6)‏ = مايص 
الیرهان : 

f(x + tu) - f(x) = df (tu) + R (x, tu), : وفقاً للنظرية 15.1 يمكننا كتابة‎ 
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ااا سام 
لاحظ أن ؛ - (س.0),ك = ||ها| . باستخدام خطية ,ال » نرى أن: 
f(x + tu) - f(x) df, (tu) + R(x, tu)‏ 
t 1‏ 
tdf (u) + R(x. tu)‏ 


5 1 


dfu) + اا‎ 
| 


وعندما يؤول ۲ إلى الصفر یژول الطرف الایسر إلى (©):,2 . وکذلك یژول الطرف الأيمن ٠‏ 
إلى df‏ 


ر المعادلة (3) للنظرية 15.2 عن طريقة حاصل الضرب القياسي لحساب المشتقة 
الا جاهية وهي طريقة شائعة في حساب التفاضل الابتدائي ؛ لأنه بكتابة (س))ال في صورة 


مفكوكة نری أن (3) تصبح : 
)4( لا( + ... + ایا( djf(%)‏ 
ونوضح ذلك بحساب (5)8, 12 مرة أخرى للمثال 15.2. 
مثال 15.4: 
نفرض أن ٤‏ دالة على ۴ معطاة بالصيغة: 


( = xX) + 3 


رش تم 1 1 
وفرص أن (0,1) =× 2 لك مس ) -ه 5 
عندئذ فإن: 
x, = 1, (x) = x, + 2x, =2.‏ = )»)1 
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ولذا فمن (4) نحصل على : 


3 1 1 
3 ور 2 اللا 

ومن الواضح أن الشتقات الجزئية للدالة الشابتة تساوي صفراً بالتطابق. وعکس هذه 
الملاحظة ليس غير بسيط وحسب بل وعميقاً ويعد نتيجة مفيدة. ففى الحالة أحادية البعد 
استخدم قانون القيمة الوسطى لاثبات أنه إذا كانت " تساوي صفراً بالتطابق» فان ؟ دالة 
ثابتة . وفي الصياغة الحالية للفضاء "۳ يمكن مرة أخرى الاعتاد على قانون القيمة الوسطی 
لاثبات النظير نوني الأبعاد للنتيجة السابقة. وهذا الاستخدام لقانون القيمة الوسطى ظهر 
بالفعل في برهان النظرية المساعدة 15.1 والآن نستخدم هذه النظرية المساعدة مرة أخرى 
لبرهان الماثل نوني الأبعاد لقانون القيمة الوسطى . 
نظرية 15.3: 

إذا كانت ؟ دالة على "۴ حيث مشتقاتها الجزئية مساوية للصفر بالتطابق في الفئة المترابطة 
المفتوحة فان ! تكون ثابتة على (1. 
البرهان : 

نفرض أن × نقطة اختيارية في دا وأن ۰ -(10 . نعرف الفئتین 8 و ۸ كا يلي : 

A {p D : f(p) هل‎ {pe D:f(p)#c}. 


شت أن © = 8 . في البداية نلاحظ أن النظرية المساعدة 15.1 تضمن اتصال ۴ على 2. 
ومن اتصال ۴ يمكننا أن نستنتج أن 8 مفتوحة؛ لأن 8 هي معكوس الصورة للفئة المفتوحة 
( , ©) لا( , © -) . وأیضاتکون ۸ مفتوحة؛ لأنه إذا كانت و في ۸ 
و ح (م)لا ۰ عندئذ وفقاً للنظرية المساعدة 15.1 تكون 0 = (م)4 - (مك + 100 
لكل ص في (9)0) . ومن ثم فان مد + م في ۸ ولذا فان م نقطة داخلية للفئة 4. 
والآن فمن الواضح أن 8 لاك = 12 حيث 8 و ۸ فتتان مفتوحتان غير متصلتين. وإذا 
كان كل من ۸ و 8 فية غير خالية لكانت 2 غير مترابطة» ولذا فان احدى هاتين الفثتين 
يجب أن تكون خالية. وحيث إن ۸ تحتوي على النقطة × فإننا نستنتج أن 8 خالية» ومن ثم 
فلکل م في ۲ تكون ع = .f(p)‏ 
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مار یسن 2ہ 


3-1 


-6 
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عن ,5ل للدالة والتقطة العطاتین: 


f(x) = XX, + 538 ¢ x= )-2, 3(. ( را‎ 

1( = يلارلا‎ + XX, + 358 “x= (1, -3,2( (ب)‎ 
5 sin Û وه ا‎ 

1)») = xxx, کچ اه‎ x = (3, 121٠ (ج)‎ 


استعن بالمعادلة (4) في تعيين (*)2,1 للدوال الواردة في تمارين 15.1.2-15.1.5 


استعن بالمعادلة (4) في تعيين (<), 12 


x= (1.2) (۵ 0‏ < ) اس + xf‏ = وما : 
(ب) .0 ,2= .2( كن € ۵2 = x‏ ¢ بع = )»)1 
9 .(2 ,1- ,1,0( حل > × + یا 2 (0] 


u = (1,2, -1,-2(‏ 
استعن بالمعادلة (4) والنظرية 13.1 لاثبات أنه إذا كانت ؛ دالة على "۴ ذات مشتقات 
جزئية متصلة في *1. فانه لأي نا وأي × في 2 يكون: 
4 1 

f}. (5)‏ 2{ > || 
بین أنه في تمرين (4) توجد نقطة ها ب 1 = || بحيث تصح التساوية في العلاقة 
(5) وبذلك تصل |(/۵0| إلى قيمتها القصوى. 
آثبت أنه إذا أحذت الدالة 1 قيمة قصوى )×*)۲١۳١(‏ نسبية عند النقطة في 
Ê"‏ > ° . وكان كل من مشتقاتها الجزئية موجودة في "1 فان: 

f) > 0,‏ = ...= ()] 
وكل مشتقة اتجاهية عند × تكون صفراً: 

.0 = ارط 
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7 أثبت أنه إذا كانت دالة على ۴ بحيث إن ,۴ ور محدودتان داخل كرة ما 
(۱۷ . فان ] متصلة عند × 
(ارشاد: استعن بالنظرية الساعدة 15.1). 

«- آثبت أنه إذا كانت ] دالة على ۴ بحیث أن ,؟ ور محدودتان في فة مفتوحة «1 فان 
؟ متصلة على 5 . 


The Chain Rule قاعدة السلسلة‎ 3 


في النظرية أحادية البعد كان مفهوم الدالة التراكبية (5146هم«رمه) مفهونا نيفلا ففي 
المناهج الأولية تذكر عادة الدالة التراكبية بوصفها «دالة الدالة». وبهذه الصياغة تكفل لنا 
فاعدة السلسلة حساب المشتقة لمثل هذا التراكب بسهولة. وفي النظرية متعددة الأبعاد تبدأ 
التعقيدات من الفكرة الأولية عن الدالة التراكبية. على سبيل المثال فإنه يمكن أن. يكون لدينا 
« من الدوال المختلفة "ع ,... ,"ع لتعيين الاحدائیات 5 للنقطة و في نطاق ۶ بذلك 


فإن: .) ماه = ...بم = F(x)‏ 


وعلينا في هذه الحالة أن نبحث عن قاعدة السلسلة التي تعطي المشتقات الجزئية للدالة ۴ 
بدلالة الشتقات الحزئية للدوال (ي 4 ... » لا » ۶ . وبالتأكيد فان هذه النتيجة قابلة 
للاستنتاج . وني الواقع فإنه بشروط الاتصال تکون الشتقات الحزئية للدالة ۴ بالاحدائي 1 
هي صورة النقطة : 
e "0)‏ 40( بتأثير الدالة الخقطية ماه » حيث 
(«) ۳ . ... . ۵یا = و . يكننا التعبير عن ذلك بفعالية أكثر بالاستعانة بالتمثيل 
بواسطة المصفوفات للدالة الخطية ,اه » كحاصل ضرب مصفوفتین: 
0ك 


4 


۱ [() ,۱ ... هك هخ = وذ 
5 
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ولتجنب الغوص في صعوبات الرموز لن نثبت هنا قاعدة السلسلة للحالة نونية الأبعاد. 
وبدلاً من ذلك تثبتها في حالة خاصة عندما 2 = 0 . وهذ هذا يسمح لنا بالعمل بدون الأدلة 


الفوقية باستخدام طوع بدلا من ع و”ع. 


نظرية 15.4: قاعدة السلسلة في ”ع . 


نفرض أن کلا من ؟ وج وه دالة في ۴7 . نفرض أن للدالتين ع وط مشتقات جزئية 
متصلة في كرة حول النقطة × وأن للدالة ؛ مشتقات جزئية متصلة في كرة مفتوحة حول 
النقطة ۾ حيث 5-5 .2( = 4 . وإذا كانت ۴ هي الدالة التراكبية المعطاة بالصيغة 
F(p) = rece). h(p))‏ . فان ۳ لما مشتقتان جزئيتان متصلتان في كرة مفتوحة حول ۰ 

معطاتان بالصيغتين: 
f(q) g,(%) + (4) h,(*)‏ = رسام 


F(x) = f, (q) لايع‎ F روا‎ h(x). (1) 


ملاحظة : برموز ليبنتز (16100112) الشائعة تأخذ العلاقتان (1) الصورة: 


0 _ dg 5 8 
0 dB 0X, oh 0X, 
طم 8 7 8 اه ول‎ 
0X, 08 0 ûh OX 


لدينا (ي«.,») =× و (×۵×.۵) = حك ونعرف أيضاً: 
(a(x + Ax) - 2)) , h(x + Ax) - 55 (2‏ ۳ 


ومن خاصية التقريب (النظرية 1)) لدينا: 
g(x + Ax) - g(x) = dg, (Ax) + R,(x. Ax).‏ 


h(x, Ax) = h(x) = dh,(x) + R(x, 4x). 


F(x + Ax) - F(x) = f(q + 4q) - f(q) = df, (4q) + وا‎ 44). 
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حيث تژول الحدود الباقية ,1 و1 و,۸ إلى الصفر بسرعة. وتعويض هذه الصيغ في (2) 


Aq = (18 (4») 2 يم + (سميهه‎ Ax) > R(x, 5 
: ما يعطي‎ 
df, (4q) = df, (ag,(ax) » dna») + df (R,(. Ax) “ R,(x, Ax)). 
وبذلك فان‎ 
F(x, Ax) — F(x) = af, (dg (4>) 3 ده‎ (A»)) + R(x, Ax). 6 
R(x, Ax) = df, (R(x, Ax) > R(x, ۸%)) + 11), 4q), (3a) 


ونلاحظ أن وك ,ي في الحد الأخير تتحددان ب × وش . والآن ومن تعريف بال 
نحصل على : 
(q) dg,(4x) + E,(q) dh, (Ax)‏ ؟ = (4x))‏ ده ٤‏ مش df, (a2,‏ 
Ax, } (0‏ يع + رهد )%(,8{ f,(q)‏ = 
f(q) {h,() Ax, + h, (%) Ax}.‏ + 


وللحصول على المشتقة الجزئية (8,)8 ۰ نضع في (4) صفراً بدلا من ر×4 ثم نعوض في 
(3(» وبعد ذلك نكون خارج قسمة الفرق بالقسمة على ,×۵ اء والنتيجة هي : 


F(x + Ax) - F(x) f(4) {8,(%) Ax, + 0} 
Ax, Ax, 
و‎ {h,(%) Ax, + 0} , Re. («ھ‎ 
Ax, Ax, 
R(x, Ax) 


= f(q) g(x) + f(q) h(x) + 
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وبالمثل. للحصول على F(x)‏ نستخدم (يعذ ,0( = Ax‏ ونصل إلى : 


F(x, Ax) - F(x) ۲0 + Ax) 
= f (q) g(x) + f(q) ha) + لح‎ (6) 
يالك‎ 593 


بمقارنة (5) و (6) بحدود الطرف الأيمن (1)» نرى أن إثبات (1) یکانیء إثبات أن الحد 
الباقي ,× / («دد ,۸)4 يؤول ال الصفر عندما ,۵ يؤول إلى الصفر (1 - 1 أو 2). 
وان پاله دالة خطية يمكننا ضرب (30) في :1/۱۵ لنحصل على : 
R(x, Ax)‏ 
عدا 
R, (: Ax) 1 R, (x, Ax) R,ٍ(q, 4q)‏ 
عدا اعد || 

وعندما تؤول :«۵ إلى الصفر يؤول الاحدائیان في الحد الأول إلى الصفر وتكون df,‏ 
متصلة عند 0 . وبذلك فالحد الأول يؤول إلى (0),ل . الذي يساوي كر (نظراً لخطية 
أل ). ولكي نبین أن الحد الثاني في (7) يؤول إلى الصفرء نتذكر أن 


= afl 0) 


R(x, Ax) » dh,(Ax) + R(x. 5‏ + )»4 وه = Aq‏ 
ويما أن ,4 ,عل خطيان فإنه يوجد عدد ۷ بحيث إن: 


أحد أل > جه |an,‏ و أجسد|لا > (4x)|‏ يها 


7 [ R,(x, Ax) 1-0 ا و‎ [ R(x, 4x) ۳ 
۵× Ax Ax ¬4 Ax. 


ويمكننا اختيار M‏ كبيرة بدرجة كافية لكي يكون: 
max.‏ > |40 مره و wlax|‏ > سد |R,(x,‏ 
وف ا ادا لد 
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وبدذلك فان : 
4M Ra. aq)‏ لوه Ra,‏ 
چ 
|امدا| عدا 
وحيث إن 0= ||م۵|| هنا فاننا نستنتج أن الحد الثاني في 7 يؤول إلى الصفر عندما 
)جد Ax‏ 
يؤول ,×4 إلى الصفر مما يكمّل البرهان. 
نستعرض قاعدة السلسلة في الثال التالي. 
وحيث إن هذا النمط من المسائل يعتبر عاديا في حساب التفاضل الأولي فان هدفنا 
الأساسى هنا هو تعويد أنفسنا على الرموز. 
مثال 15.15: 
نعرّف الدوال ,ع٤‏ و۴ كما یل : 


1)») = XX, g(x) = x, sin x, h(x) = 3 SE, 


FO = flg(x), h(x)). 
: عندئذٍ فمن (1) نحصل على‎ 
F(x) = ,(«)عار؟‎ h()) g,(x) + ,لمعا‎ h(x)) h,(%) 
= [h(x)]Î sin x, + 2g(x) h(x) ۰ 2x, 
=) - (ر× - 7 (ر× هاع) 4 + يع مله “ليك‎ 
= (xî - xy) [5x - xy] sin x. 
وأيضا:‎ 
,ومما؟ = مر‎ h(%)) ,لمعا + يع‎ h(%)) وي‎ 
= [h()F x, cos x, + 2g(x) h(x) )-1( 
= (x - xر(‎ x, ومه‎ x ح‎ 2x, (si (ر× - 6 (ر×‎ 
= (x - x) x, [(% - xy) cos xy - 2x, sin xy] 
419 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


ومن السهل في هذا الال أن نتحقق من الشتقات بكتابة ۴ صراحة بدلالة ره 
٠ F(x) = x, (sin x) 0 5 x).‏ 


والآن يمكن حساب 5 ور مباشرة» والمقارنة مع العلاقات الناتجة . 


نماریسن 3 سس 


1 - معطى أن x»‏ 1693 * لي + cos (2X,‏ = زوع , 
(ر2 + ) O) « ( = sin‏ ,وه = رمم عين ,۰۳ .F(%)‏ 
2 معطى أن 7X, < f(«) = log XX, ٠ 8) =x‏ ,2 = 0 
F( = Ne), PD)‏ « عين ميق وام . 
3- نفرض أن ((مط ,()ع) = (۳۵ حيث رك 5 موجودتان» ,058 × = («)ع 00 
× ا ,× = (۳ بن أن: 
sin X‏ 


0 ,)د عشي 


1 


; ۴,( cos x; 7 F(x) 


۱ و 009 ۱ 
h()),‏ ,ومع = ۱ 
1 


[elec hO) + [tele n(o)J = [Fo] + ج‎ [E]. 


(The Law of the Mean) قانون القيمة الوسطى‎ 4 


النتيجة التالية هي قانون من نمط قانون المتوسط (نظرية القيمة الوسطى) للدوال في "8 , 
ولا يوجد بالطبع تفسير هندسي للحالة نونية البعد مثل ذلك التفسير المعروف للدوال المعرفة 
على فترة في 8 (انظر شكل 6.1). ومع ذلك فهناك تعميم صحيح بالعنی التحليلي. 
ولنتذكر أن قانون التوسط ينص على وجود عند: بين 2,۷ بحیث إن 

(۵ -0) ۲۵0 = (ه - 80 » وحيث إِنَّ ؛ دالة قابلة للتفاضل على [ط ,ة] . وحيث إن 
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(: - 0) )7 هي قيمة التفاضل ءال عند العدد (ه - 5) ۰ فان ذلك يفرض علينا 
صر ورة البحث عن نقطة متوسطة حيث يأخذ التفاضل قيمة الفرق بين قيمتي الدالة. 
نظرية 15.5 : قانون القيمة الوسطی . 

إذا كانت دالة على "5 ذات مشتقات جزئية متصلة في كرة مفتوحة تحتوي على 
'لنقطتين و به فانه توجد نقطة م على الجزء المستقيم بين ,× بحيث إن 
x)‏ = ول = f(y) - f(x)‏ . 
الرهان : 


على الرغم من أن النتيجة صحيحة في "۴ لكل « فإننا نشبتها في حالة 2 = ١‏ . نفرضص 
أن ×ھ ترمز إلى (ر× - ولا » يدا - ,ل) = × ر . وجب أن ن نبين أن هناك عدداً *) بين 


١‏ و 1 بحيث إنه إذا كان (»× - «)“*) + × دام فإن: 
f(y) - f(x) = f(p) Ax, + f(p) Ax».‏ 
نعرّف الدالة ۴ من [1 ,0] إلى في ع كدالة تراكبية (عاإوهمmهء)‏ 
.(يتها + flx + t[y - <[( = f(x, + 1۵, Xx‏ = (10 
ومن قاعدة السلسلة فان ۴ قابلة للتفاضل على [1 ,0] ولذا وفقاً لقانون القيمة الوسطى 
(نظرية 6.3) يوجد عدد *1 بحيث إن : 


F(1) - F(0) 
F(t) ١ f(y) - 10۰ 


وإذا كانت [× - 0]*) + × = م » فإننا نحصل من النظرية 15.4 على : 
f(y) ~ f(x) = F(t) = F(t)‏ 
۳ 
[ردشا + [x, + tAx,] + f(p) — [x‏ 2 (م)) = 


= f(p) Ax, + f(p) Ax, 
= df, (Ax). 
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5 الشتقات الحزئية المختلطة  Mixed Partial Drivatives‏ : 
لحا سس تس لياس سب ببح ب 1 
لاحظنا في مثال 15.1 تساوي المشتقات الجزئية المختلطة من الرتبة الثانية مثل روا ر۴ . ٠‏ 
وفي النظرية التالية نثبت أن هذه المساواة تتحقق طالما كانت إحدى هاتين المشتقتين 
المختلطتين متصلة. وكا سبق فإننا نتجنب الحالة العامة نونية الأبعاد وندرس فقط الصياغة 
في حالة البعدين. والنتيجة صالحة» مع ذلك للدوال في "ع . بالفعل فالبرهان الذي 
نورده للدالة ف E‏ سیکون صالا لأى ي عدد من الأبعاد . والسبب يكمن ف الاحتفاظ عند 
حساب E‏ 13 بجميع الاحداثيات ثابتة ما عدا احداثيين اثنين. 
نظرية 15.6 تساوي المشتقات الحزئية المختلطة 
نفرض أن ؟ دالة على » بحيث إن را ,1 و رر موجودة داخل كرة ما ۱۷0 
وأن رب متصلة على <. عندئذ تکون ,را موجودة عند × ویکون (×)ر؟ = («)ى؟. 
البرهان : 
نفرض أن «۵ نقطة قريبة بدرجة كافية من 0 بحيث إن (8)إلا © ۵۲ + × , ويُعرّف 
الدوال ۵ (على 5 0 ) وع رعلى ۴ > (48 8-) ) بالصيغتين: 
x)‏ بادك + XK; + Ax) = f(x,‏ ررك + Ax) = f(x,‏ ريحذاف 


f(x, x, + Ax) + 105, x») (1)‏ - 
و .)0 g(t) = f(x, + Ax.) - f(x,‏ 
(لاحظ أن ۾ مُعرّفة لقيمة خاصة ,×۵ . تبقى بعد ذلك غير متغيرة) . عندئذ فإن: 
g(x, + Ax») - B(x).‏ = (شاه 
وما أن ر موجودة داخل )لا فان ظ قابلة للتفاضل عندما تكون † قريبة من ر× . وبذلك 
ووفقاً لقانون المتوسط (نظرية 6.3) يوجد عدد ما دا في (0,1) بحيث إن: 
Ax,‏ (يكذيا + g(x,‏ = (۵)ه 


2 
= 1, + ۸×, ((يكشيا + ر×‎ - f(x, ول‎ + L۵ Ax. 2 
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والان نأخذ بالاعتبار (رشیا + ر× ٤)»,‏ كدالة في ×« وهي قابلة للتفاضل. لأن ,یا 
موجودق ولذا يكن استخدام قانون المتوسط (النظرية 6.3) لكتابة : 
)4را + x‏ )1 — (يحشيا + f(x, + Ax, x,‏ 


= f (XK + يد برش‎ + Ax) برش‎ 


لقيمة ما ل ,ا في (1 ,0) . وبتعويض هذه الصيغة في (2) نحصل على : 


%(Ax) = Ax, Ax f>, (, + AX, ھا + با‎ (; 


وبذلك فإن: 


(«۵)ه 


=f (x +t رو‎ 
۹ 21 (< Ax, x + (ر×ھرا‎ (3) 


وبا أن ,را متّصلة عند × فان الطرف الأيمن للعلاقة (3) يؤول إلى (×) ,ر عندما يؤول 
كل من رغنك و ینش إلى الصفر أي عندما ||×۵|| تؤول إلى الصفر. ومن ثم فان : 
(۵) 


a | ۵× رھ‎ |= 0 4 


ويضمن لنا اتصال ,ر٤‏ أن النهاية (4) هي نفسها مهما كان المسار الذي عليه تژول *«۵ إلى 
0 . وبذلك يمكننا حساب هذه النباية بطريقة النهاية المكررة أولا بجعل ,×4 تؤول إلى 
الصفر ثم بعد ذلك جعل رد۵ تؤول إلى الصفر. ولتطبيق ذلك نعرف دالة عددية آخری ‏ 


بالصيغة : 

h(s) = 1)5, x, + Ax) - f(s, x»). 9 
من (1) نحصل على:‎ 

%(Ax) 1 h(x, + Ax) - h(x) ۲ 

Ax, (6)‏ يتش كنك 


1 
ونعلم أن ط قابلة للتفاضل. لأن ,5 موجودة ولذا یتقارب خارج قسمة الفرق في الطرف 
الأيمن للعلاقة (6) عندما تؤول ,* إلى الصفر. وبتجميع ذلك مع (5) نحصل على: 
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1 7 
Ax, Ax 1 ل اين‎ 0 


١ ۳ 1 20 + Ax) - f(x; :زليه‎ 


والطرف الأيمن هو خارج قسمة الفرق ل («×)ر وقد افترضنا وجود ,را . بذلك وبجعل , 
ياك تؤول إلى الصفر في (7) نجد: 


006 حداف‎ -_ 5 
١ ا‎ (i, | Ax, Ax 1 = f. 8) 


ومن ثم وفقاً ل (4) و (8) نحصل على ,را = )ی . 


ارين 15.15 


| معطی أن »| =  10(‏ أوجد نقطة م على الجزء المستقيم من (1,0) = "م 
إلى (1 ,0) = ٠”‏ الذي يحقق قانون التوسط. أي : 


(e) - f) = باه‎ (7 - e) 


2- معطى 5< + ,38 =  ۴)۸(‏ أوجد النقطة م كا في تمرين (1). 
3- أوجد كل المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية وتحقق من تساوي الشتقات الجزئية 
المختلطة : 


Xx 


(1 .ا =( (ب) ر Xs‏ = وام (ج) تبتك =( 


+ اج 


4 عرف 0-(0) . وعندما ۷0 تكون: 
0-8 
لاإ 
أوجد (ر× ,۴)0 »> (0 .ایا واستعن بها لتعيين (0)ي1. (0) ٤,‏ . لادا لا 
تتناقض النتيجة  ),,)0(‏ (0) ر مع النظرية 15.6؟ 
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15.6 نظرية الدالة الضمنية 
The Implicit function Theorem‏ 


سس سس سس سس سس 
يوجد ف حساب التفاضل والهندسة التحليلية وضع ترتبط فيه کمیتان بقاعدة ما أو معادلة 

ما ونأمل أن تتحدد احدى الكميتين كدالة في الأخرى. على سبيل الثال يكن وصف فئة من 

النقط في 27 ككل النقط التي تحقق احداثياتها العادلة: 

f(x) = 10, (ر×‎ = 0 (11 

نعطى المعادلة )1( علاقة ضمنية بين ۰ یلا » ونتوقع وجود دالة عددية ف بحيث إن : 

h(x,) (2)‏ 2 و۲ 


تصف تفس النقط العطاة بالعادلة (1) . العادلة (2) هي علاقة صريحة بين ۰ ي* . ومن 


الفضل دائا أن يكون لدينا علاقة صريحة لاضمنية» ولكن ليس من الممكن دائياً احصول 
على ذلك. ويمكن ملاحظة ذلك من العلاقة الضمنية العروفة التالیة. 


مثال 15.6: 

نفرض أن © هي «دائرة الوحدة» في 87 » أي أن © تتكون من كل النقط × بحيث إن 
xî + — 1 =0. (3)‏ = 100 
ومن السهل حل ر× بدلالة ,× : 
)4( عا د X=‏ 


ولكن هذه العلاقة لا تعطي × كدالة في ,× لأنه لكل ر× بين 1 و 1- توجد قيمتان ل رن 
تحققان العلاقة (4). ولتعريف دالة (ر)ه أحادية القيمة دید نحدّد (localize)‏ المسالة. 
وبذلك فلا نحاول اعطاء دالة واحدة 4 بحيث إنه لكل و فِ [1 ,1 ] يكون: 


(5) .1 = که + x‏ 
وبدلاً من ذلك تأخذ في اعتبارنا تلك النقط من © في جوار ما للنقطة م على © (انظر شکل 
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1). عندئذ يمكننا أن نعين دالة ۾ تحقق (5) لجميع قيم ,× فى فترة ما 
۶8 , > > 8 - ,م . واضح من الشكل 15.1 أنه يمكننا اختيار: 


x ENy(P):‏ “ ۷۱-5 = (,)ه ظ 


شكل (15.1) 
۱ 


ومن المکن أيضاً اختیار: ۸۰ ۷۱-۰ - د p(k)‏ 
ولكن لا توجد دالة ف في أي جوار للنقطة (1,0) أو (0, 1-) تحقق (5)» لان کل كرة 
حول (۱,0) أو حول (0, 1-) تحتوي زوجاً من النقط ذات الاحداثى الأول نفسه. 


ويبرر امثال السابق ضرورة النظرية التالية ويستعرضها في آن واحد. إنها نظرية وجود 
بحتة theorem»)‏ ۶ ۲۳۷۶) تضمن لنا وجود دالة ضمنية ما دون أن تعطينا طريقة 
لتعيين هذه الدالة. ومع ذلك فهي تعطي علافة صريحة لمشتقة هذه الدالة «الضمنية 
المراوغة». 
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نظرية 15.7: نظرية الدالة الضمنية. 
نفرض أن ۶ دالة ذات نطاق ظ في ۴ وأن م نقطةفي ۲۳ . إذا كانت 
0 - (م)ا e‏ 0 #۶ (م)ب؛ ء وكانت رگ ر٤‏ متصلتين في كرة ما (۷,)۳ : 
فانه توجد فترة مفتوحة ,1 حول ,م وفترة مفتوحة را حول رم ودالة وحيدة 4 من 
5 ای ف ۳ بحیث یکون: 
ان لکل ,*افي ,1: ((,4)02 ,ا في (م) لا و 0= f(x, “%(x))‏ 
=p, (ii)‏ (,۲)؛ 
از هه متصلة على ,1؛ 
(۷ن) اذا كانت ,] متصلة داخل (م)لا » فان "ه موجودة ومتصلة على ,1 و Xx‏ 
في ,1 تکون 
((,۵)۶ ,حارط 
1 1 : 0506 
((۵0 كاي 
الرهان : 
حیث إن ر؟ متصلة وغیر مساوية للصفر عند م فإنه توجد فترتان مغلقتان ,ل حول ,۳ ۰ 
,1 حول رم بحیث یکون: 
El} CN)‏ ی« » 61 :۳ > *) = xJ,‏ ,1 
3 


إذا كان رل ,61 * فان 0 * ()ر؟. 


نی في البداية أنه لكل ,× من ,1 یوجد على الأكثر قيمة واحدة ر× من رل بحیث إن 
0 > (رن ,80 . نفرض أن ی × هما هذان العددان اللذان يحققان المعادلة السابقة 
للقيمة ,× نفسها. استناداً لقانون المتوسط (النظرية 6.3) يوجد عدد مم بين يا و و« (وبذلك 
يكون س في ,[) بحيث إن: 


10 x) - F(X, x) 


;0 = (س ی )یط 


24017 
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ولكن 0 (0): لقيم × في ول ,1 . وهذا التناقض يبين أن ید ی لا يمكن أن ' 
تكونا خحتلفتين . والآن نعرّف: ٠‏ 
F(x) = (۰ (6)‏ 
وبذلك فإن 0= (۳0 وإذا كان »+ رم نقطت الهماية للفترة رل فان 
۱0 ( ± رم ,)۴ . وبذلك فإذا عرفنا: 

ی ,ها ۵ = min {F(p,, P,‏ 2 = ¢ 
فان 
)7( .0> 26 2 )¢ ۶ وم برع 
ولنعتبر موق أن ۴ دالة في ,× وأن ره مثبت عند احدى القيم ,© - يم أو » + يم . 
وبا أن ۴ متصلة في ,× فانه توجد فترة مفتوحة ,1 ٤‏ بحيث إنه لكل ,× في ,21 
(8) ۶۰( 2 و ,)۳ 4 8 > (يم ,۲ 
والآن نعتير ۴ دالة على يد« في ول : لكل ,× «مثبت) في ,1 تکون ۴ متصلة في به ولذا 
فهي تصل إلى قيمتها الصغرى على الفترة المغلقة د3 » وتبين (8) أن هذه القيمة الصغرى لا 
يمكن أن تظهر في نقطة من نقطتي النهاية . وإذا کانت ,× نقطة داخلية في ر[ حيث تظهر 
هذه القيمة الصغرى. فإنه وفقاً للنظرية المساعدة 6.1 يكون : 
F(x, x) = ۰ (9)‏ 
وإذا أخذنا تفاضل (6) بالنسبة إلى به وأخذنا في الاعتبار (9) نحصل على : 

f(x, x2) و‎ = 0. 

وحيث إنه لا يمكن ل ,7 أن تنعدم عند هذه النقطة فإن ذلك يؤدي إلى : 


)10( .0 = ا 
وبذلك نعرف الدالة ۵ على ,1 بالصيغة : 
كا < (x)‏ 
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ونختار (,1) = ,1 . بذلك نحصل مباشرة على أن 4 تحقق النتيجتين (ذ). (). 


ولإثبات أن ف متصلةء نأخذ ,× . ,2 في ,1 ونستعين بقانون التوسط لنكتب: 
f(x, (x) - 102, ۵) ((‏ = 0-0 
۵ بر ))2( مرت + مه x.‏ = )8*0 ,ع1 ] = 


[البعاة رع = fx. %(z))‏ ی 


لس ما بين ۵0 (ع۵6 . ولذا فإن: 
f. 0(2)‏ )۵)2 متا 


4)) - ۵02( ٠ 57 
1) (سرى‎ 


والآن فإن اتصال ؟ وعدم انعدام یا على ,1 × ,1 يؤديان إلى : 


lim [%() ۵)2] = 0; 


أي أن 4 متصلة عند ,2. 
وأخيراً لإثبات (10) نفرض أن ,؟ موجودة ونطبق قانون التوسط على بسط الطرف الأيمن 
للعلاقة (11). وهذا يعطى عددا غ بين ,۰۷ ,72 حيث: 


ت 1 3 
20 - ,تا ((,۵62 مقا )۵)2 - ( )4 


(لا ,رای 
أو 
(( ۵2 اه ۵(2 - ))0 
)12( 5 
f(x: 9‏ > 


وتتحقق العادلة (12) لاي × » ,2ء في ,1ء وعندما تقول ,× إلى ,2 یکون لدینا أيضاً أن 
© تؤول إلى ,2 وتؤول (,«۵0 إلى (,4)2 » ما يژدي إلى أن س یژول إلى (,۵6۷. ومع اتصال 
۳ و1 يعطى ذلك: 

f€, 0)2) I) 


%'(z,) = lim : )13( 
ون‎ A) f(z, , (2)) 
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وكا تبین المعادلة (13) فان '4 هي النسبة بين دالتين متصلتین. وبالتالي فهي نفسها (أي ') : 
دالة متصل وهکذا یکتمل البرهان. ۱ 

ولنظرية الدالة الضمنية صور وتعميمات متعددة . وعلى وجه العموم إذا وجدت معادلة م 
تعطي علاقة أو ارتباطاً بين « + " من المتغيرات فإننا نرغب في معرفة ما إذا كان يمكن . 
اعطاء ص من المتغيرات كتحويلات (حسنة السلوك) من المتغيرات n‏ المتبقية . ومن بين الصور 
العديدة لنظرية الدالة الضمنية نورد نصا واحدا آخر. 


نظرية 15.8: 
نفرض أن ۶ دالة نطاقها 2 فى “8 وأن م نقطة فى *2 . إذا كان 
نفرض ٤‏ 1 


fp) =0‏ ۰ 0 صا و با و ,4.8 متصلة في كرة ما (م)]2: 


فإنه توجد فترات مفتوحة ,1 حول ,۳ ۳ حول و ۰ ,1 حول P4‏ ودالة وحيدة 9 من ۱ 
,1 × ,1 إلى - في (010) پا بحيث إن: 


() لكل »× في 1× را 1۷ تكون ((ر× ٤٥)‏ ر×) في (مالا : 


و0 = ((ر× +۵0 > يت 4 
(9) وم = (رط ,۵)0. 
(نن) ‏ ف متصلة على با 1. 
(iv)‏ رف ده موجودتان ومتصلتان على N,(p)‏ ولکل (رد (Xs‏ في و[ »ا ,1 یکون : 
))ڪx‏ ,,*(% fl(%,. x»,‏ 


۰ ديك 
[(ر× )0 ديكاو رايآ 


x)‏ م۵ x2,‏ را 
(ر× ,)ر۵ 
لي ,)۵ مي تا 
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عاریسن 0 سا سس سس سسس 


حدّد في التارین 5-1 ما إذا كانت الدالة تحقق فرضیات النظرية 15.7 (أو 15.8) في جوار 


. النقطة المعطاة م‎ 
P= (0,1) : f(%) = xî + x - 1 ۳۷ 
دم‎ (1,0) : f(x) = xî + يم‎ - 1 3 
2 لقنن‎ 3 
Pp (0,0,1) <“ ر + و + 6 = (0؟‎ - COS ولا‎ - 3 
دم‎ )1,1( + I(x) = xx, + 108 xx, 5 
2 ی‎ 12 
p= (0,0) : f(%) = {(% + تر‎ (1 - [xî + 0)} 5 


6- هل توجد دالة + على 87 تكون متصلة عند (1,1) بحيث إن: 
3 
xy) = 4 =0‏ مه 3% - [ليدرمف] + + x‏ 


لجميع قيم × في جوار ما للنقطة (1 ,1)؟ 
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الفصل السادس عشر 


16 


المساحة والتكامل في ”ع 


Area and Integration in E 


16.1 التكامل على فثة محدودة 
Integration on a Bounded Set‏ 

النظرية التي نوضحها هنا بالتفصيل يمكن أن تنجز في "8 بدلاً من ”۴ . ولكن كا في 
السابق فإنه من الأسهل أن نتكلم عن المستوي ونتخيل أمثلة في المستوي . إذن نقدم النظرية 
في الحالة الخاصة وهي حالة البعدين. 

بصفة عامة فإن التكامل يمثل قيمة متوسطة «عداه۷ ععهإمvج»‏ لدالة ؟ على فثة جرئية 5 
من نطاقها . هذه القيمة التوسطة تقرب بجمم قيم الدالة ۴ موزونة بمقاييس الفئة الحرئية من 
۱0 والتى تحدد هذه القيمة المتوسطة . 

لنفرض أن ؟ دالة نطاقها الفئة الستطیلة [ ,ء] × [ط ,ه] . أي آن: 


R= {xEE:a<x, <b و‎ €>» > a} (1) 


في كل هذا الفصل. تعني كلمة مستطيل الفئة التي على شكل (1)؛ أي أن أضلاعه موازية 
للاحداثيات السينية والصادية. وهى فئة مغلقة إلا إذا ذكر عکس ذلك. الشبكة × (26) 
على ۴ هي فئة جزئية من ۸ حدد بالتجزيء ,2 («0ان٤اةم)‏ على [0 ,ة] والتجزيء ,2 
على [0 ,»]ء إذن فان 


N= {xER:x EP, أو‎ x € Py} 
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الفتة [,9 © ,*:* ٤‏ ») تتكون من عدد نهائي من الخطوط الوازية للمحور ید والتي 
تقع نقطها النهائية على حدود 5. الفئة (,9 € ر× : 1 € 5 تتکون من عدد نهائى من 
الخطوط الموازية للمحور ,× والتي تقع نقطها النبائية على حدود 18. 


إذن تحتد الشبكة ١‏ عدداً نهائياً من المستطيلات المغلقة ,۸ والتى يكوّن اتحادها ۸ أمّا 
تقاطعها هو على الأغلب خطاً (انظر شكل 16.1). ندع (۸)۸ تمثل مساحة المستطيل ۸ 
الذي يكون ترتيبه ¡ ولنفرض أن ۱۷| تمثل معياراً للشبكة ۷ والذي یعرف بالقيمة 
العظمی لأطوال أقطار المستطيلات ,۸ . 


رد = € 


ty i u, = |‏ ها ها وق با 11۱ = 4 


شكل (16.1) 


تعريف 16.1 : 
يقال : بأن الدالة ؛ قابلة للتكامل على ۸ بشرط أن تكون النهاية : 


lim 2 fp") AIR; 


vt i= 
موجودة» في هذه الحالة فان قيمة النهاية تدل على ۲ أ . ويعني مفهوم النهاية هذا أنه إذا‎ 
كان 0 < 6 فانه يوجد عدد موجب 8 بحیث تکون للي شبکة عفان آصفر من 8 ولاي‎ 
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فئة من النقاط ,م بحيث يكون ,اك م . فإن: 


fp) A(R,| > e.‏ 7 - آلا 
€ 


مثال 16.1: 
لنفرض أن ,× = (1)8 لكل × في المستطيل ۸ والمعطى في (1). نفرض أن قابلة 
بعس لوس لفرض أن رلا = ,© تجزيء للفترة 


[5 ,2] وآد و 0 ۰۷ = ,© تجرىء للفترة [ل ,0] كما هو موضح في الشكل 16.1. 


لنفرض أن ,۸ هو المستطيل ذو الترتيب 1 والمحدّد بواسطة الشبكة القابلة للتجزيئين 
,۰9 ,9 . إذا كان ,8 هو واحد من " من الستطیلات بحيث إن لكل × في 1 ۰ 
× > ند قاتا نختار “م بحيث يكون 2/(إن + إن) = "م » وهذا 


16-1 


mn 


2 مه‎ AR) = > > (u, + u) (u, = u (d =e) 


) لا - ين ۱-0 


اع 


هذا السب فان لكل شبكة على 8 هناك اختيار مناسب (09) يعطي مجموعاً تقريبياً 
قيمته 823/2 - ۳ ع -4) . هذه المجاميع لا بد أن تقرب إلى نماية؛ وذلك يعود 
لافتراضنا بقابلية ۴ للتكاملء إذن فان القيمة الوحيدة الممكنة للنهاية هي 
2 - 6۴ 4-0 . 


تعر یف 16.2 : 
يقال : بان الدالة ۴ قابلة للتکامل على الفئة الحدودة 5 بشرط أن ۴۸ مستطیل (مغلق) 
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يحتوي على 5 والدالة ,1 هی الدالة المعطاة: 


f(p). ifpES, 
f(D) = 
0, ifpER~S, 


وتکون .؟ قابلة للتکامل على ۸. في هذه الحالة فإن : 
لل 
R‏ 5 


تجدر الملاحظة أن التعريف السابق يعتمد على فكرة مساحة المستطيل 8 . هذا هو 
العامل الهم »Weighting factor»‏ والذي نضربه في قيمة (م)؟ ف المجموع التقريبي . 
المساحة (4)8 هي حجم الفئة الجزئية ,70 الذي أشرنا الیه سابفا. ولیس هناك من 
صعوبة في ذلك لأننا نستطيع وبسهولة الاتفاق على تعريف المساحة (4)۸ ۰ والتي هي 
حاصل ضرب طوله في عرضه. 


علاوة على ذلك. فليس من السهل تعريف مساحة الأشكال الأخرى على غرار 
الستطیلات ‏ وبالطبع نستطیم تعریف مساحة الثلث القائم الزاوية وذلك بتقسيم المستطيل 

اسطة أحد آقطاره. ويما أن أي شکل متعدد الأضلا ن تقسيمه إلى مثلثات فائمة 
حو ع 
الزاوية غير متداخلة فيا بينهاء فان هذا يقودنا إلى فكرة المساحة للأشكال متعددة الأضلاع . 
ولكن هدفنا أسمى من ذلك. بالفعل فإننا لا نستطيع أن نعتبر تعريفنا كاملاً لأنه لا يعطي 
تعريفا لمساحة الدائرة. وهذا یقودنا طبيعياً إلى ضرورة تعریف اال نبا ایند ايع 
تفريبية ) والذي استعمل في تعريف التكامل أعلاه . ولکن لا بد أن ننظر أولا إلى الغموض 
الظاهر في التعريف 106.2 


نظرية مساعدة 16.1: 


إذا كان 1۶ مستطيلين بحيث يحتوي كل منها على الفئة 5 والدالة ؛ معرفة على 5 
فان ٤,‏ قابلة للتكامل على ۸ إذا وفقط إذا كانت ,۴ قابلة للتكامل على 1 ۰ علاوة على 
ذلك فإن: 


1-1 ۰ 
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لقد ترك برهان هذه النظرية المساعدة كتمرين 16.2.1. تسمح لنا هذه النتيجة باستنتاج 
ان ۲إ وكذلك ۶ لا يعتمد على اختيار الستطیل ۸# الذي يحتوي على الفئة 8. 
هذا يزيل بعض الغموض* في تعريف آل ويسمح لنا بتعريف المساحة بدلالة مشل هذا 


التكامل 5 
2 المساحة الداخلية والمساحة الخارجية 
Inner and Outer Area‏ 
تعریف 16.3: 


تكون الفئة الحدودة 5 ذات مساحة بشرط أن تكون الدالة » والتي تساوي 1 قابلة 
للتكامل على 5. في هذه الحالة فإن: 


.8SC R۸  ثيح‎ A) = -ه [ل‎ Jf » 
5 8 


إن الحقيقة التى وضعت بحذر في التعریف وهی : إن الفئة الحدودة 5 ذات مساحة توحي 
باحتمال أن بعض الفئات الحدودة ليست ذات مساحة. يست من هذا الاحتمال الفشة ذات 
الساحة الصفرية ؛ لأن الساحة الصفرية هي قيمة نهاية کاملة للمجاميع غير السالبة والتي 
بمكن أن تقرب التکامل > . في مثل هذه الحالة فان الفشة فا مساحة ولکن مساحتها 
تساوي صفراً. والحالة التي نتثامل معها هي التي تتعلق بالاحتمال حیث الجامیع المقربة: 


2 » )(( A(R) 
1-1 


لا تقترب إلى ناية كلما اقترب || من الصفر. هذا الاحتمال غير متوقع في دراسة التکامل 
الريماني في الفضاء ذي البعد الواحد. آنذاك تکون الدالة الشابتة مشل » دائ قابلة للتکامل 
على أي فترة . إذا أردنا التکامل على فئات اختيارية محدودة بدلا من الفترات فاننا سنقابل 
مشكلة وهي : هل نستطيع تعريف فكرة الحجم (©512) أو القياس (ع۱06۵5۲7) لفئة كيفية 
محدودة تطابق تعريف مساحة الفئة في الحالات الخاصة البسيطة مثل المستطيلات والأشكال 
كثيرة الأضلاع الآعری؟ هذه الفكرة تقود إلى نشوء قياس ليبيج (Lebesgue "easure)‏ 
والذي يدرسه الطالب بالتفصيل في الدراسات العليا لمادة التحليل الحقيقي. لكن حتى في 
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نظرية قياس لیبیج فإنه من غير الممكن توسيع فكرة المساحة من فئات بسيطة لتحوي کل 
الفثات المحدودة. في الوقت الحاضر نكتفي بتوسيع أكثر بساطة لفكرة المساحة والذي نسميه 
في بعض الأحيان محتوى جوردان (0081620 10500) للفئة. هذه هي فكرة المساحة التى 
عرفت مسبقاً. 

لندرس فكرة الساحة هذه بتفصيل أكثر. إذا كانت 5 فئة محدودة وكان ۸ مستطیلا يحتوي 
على 5. فإن ,© تسمى الدالة المميزة «متاععظ عناكامع]ءه ةده للفئة 5. تفرض أن ۲. 
شبكة على ۸ ولنعتبر المجموع : ش 

2 ("م)ن‎ A(R) 


عندما تكون م في .R‏ 
هذا مجموع تقريبي للتکامل .1 »> والذي عرفناه ليكون مساحة 5. وتكون قيمة الحد 
5 : 
ذي الترتيب 1 وهو [()۸ (ه)»] معطاة بأحد الاحتمالات التالية: 
() إذاكان 8,۲5 . فان 1 - (") -». وبالتالي فان الحد ذي الترتيب أ 
يساوي ()۸. 
(1) إذاكان (8~) ع ۸ فان 0 = ((ام) ,> فان الحد ذي الترنیب. 1 يساوي 0. 
(ات) إذاكان 80599 و ۶0 (5 )80 فان الحد ذي الترتيب 1 ما أن 
يكون (۸0 أو0 وذلك اعتاداً على "م في 5 أو 5 س. 
هذا موضح في الشكل 16.2. 
نعرف المجموع العلوي والسفلي المقابلين للشبكة ۸: 
الجموع السفل هو:  a (N) = 2 ۸۵)( lower sum‏ 
2 عم 
الجموع العلوى ھg: A(R,) uper sum‏ 2 ع a (N)‏ 
5 9/5۶ 
تقایل اخدود في الجموع السفلي () ۸ المستطيلات من نوع (0)» بینا الحدود في 
المجموع العلوي 2*0 فهي تقابل المستطيلات من النوعين (1) و (نل) . من الواضح أنه « 
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R, is type (i)‏ وی 
شکا (16.2) R, is type (i)‏ 
R, is type (iii)‏ کک 


N 


لأى اختيار للنقط {n°},‏ بحيث يكون ”مص في ٩,‏ نجد أن: 
c, (p®) A(R) > a (N). 0)‏ 2 > )جه 


نظرية مساعدة 16.2 : 

إذا كانت 5 فئة جزئية من المستطيل ۸ء وكانت "ال ,لل أي شبكتين على 21 فان 

. )ده‎ > a" (N) 

البرهان: 

كا في برهان النتيجة المشابهة في حالة '8. نلاحظ أن ۸.۰۷ هما تدقيق 
refinement‏ مشترك ۷ (على سبيل المثال فان "دلا . = N"‏ تدقيق مشترك). ولأي 
تدقيق ('۸) هة > (ل)حه و ()*2 > (*2*)1 فاننا نحصل على الاستنتاج مباشرة من 
(1). 
تعر یف 16.4 : 


المساحة الداخلية (2ع۵۳ +6مم1) لفئة حدودة 5 هی : 
lub 2 (N)}:‏ = (6) ۸۳ 
حيث ۷ شبكة على ۸ و8 © 5. 
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والمساحة الخارجية (۵762 إعاuه)‏ لفعة محدودة 5 هي : 
fa ()}:‏ مع = A*(S)‏ 
حيث × شبكة على ۸ وR‏ © 5. 
باستخدام النظرية المساعدة 2 نستنتج مباشرة أنه لأي فئة محدودة 5 
A*(9).‏ > زو)حم 
نظرية 16.1: 


إذا كانت 5 فئة محدودة, فإن: 


lim a (N)=A*(S) و‎ lim ه‎ )(-< ۸۵ )8(۰ 


jll ۳‏ 
اليرهان : 
لتفرض أن 0 < © . باستخدام تعریف الساحة الداخلية (5)-8 توجد شبكة “ال 
بحيث إن : 
نيمي 5 
a(N") > ۸ )8( - 7‏ 
نختار 8 حيث أنه إذا كانت ۸ شبكة بالخاصية 5 > ]|۱۷ » عندئذ تکون الساحة الكلية 
n» 5 5‏ 57 ۰ + 5 3 50-5 
للمستطیلات المحددة بواسطة أل والتي تقطع خطوط ال أقل من 3 . إذن فإن: 
A(S) =e.‏ د ها =D‏ هه 
RNN 2 ۰‏ 


هذاالسبب فان (5) 4= )N(‏ ۾ صنا . وتبرهن النهاية الأخرى بطريقة مشابهة 


للطربقة السابقة . (انظر التمرين ۱۳۳۲۱622 
نظرية 16.2: 

تكون الفئة المحددة 5 ذات مساحة إذا وفقط إذا كان (5)م = - (6) ۸ 
البرهان: 


إذا کان (8) لم = (5) ۸ . فان النهایتین في النظرية 1 متساويتان. باستخدام هذه 
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النتيجة والتباينة (1)» نرى آنه لا بد للمجاميع المقربة . 
A(R)‏ زثام) e,‏ 2 
i=l‏ 
ان تتقارب إلى القيمة المشتركة لكل من (5) ۸ و (۸۳65 . وبالعكس. إذا كان 
(5)*ه ۶ (5) ۸ . فان المجاميع القربة لا تتقارب. وبذلك تكون » غير قابلة للتكامل 
على 5. إذن فإن 5 ليست ذات مساحة. 
مثال 16.2: 
لنفرض أن »4 م دالتان عدديتان قابلتان للتكامل الريماني على الفترة [ط ,8] عندما 
يكون ()م > (۵0 . لندرس فئة النقط 5 والمعطاة 


x, > q(x) (۰ (2)‏ > ))۵ و {xE E :a x, <b‏ دو 


إذن 5 ذات مساحة؛ لأن المجموعين (۸) ٠4‏ (۸) 4 الذين يقربان المساحة الداخلية 
والمساحة الخارجية على التوالي» هما أيضا اللذان يقربان التكامل الرياني السفلي والتكامل 
الريماني العلوي على التوالي للدالة + - ب. 

بما أن هذا الفرق هو دالة قابلة للتكامل فان التكامل السفلي يساوي التكامل العلوي 
ومنها نستنتج أن المساحة الداخلية تساوي المساحة الخارجية للفئة 5. 

هناك أشكال كثيرة مألوفة في المستوى الاقليدي يكن وصفها ىا وصفنا الفئة 5 في الشال 
السابق بحدود تكون منحنيات متصلة روبالتالي تكون قابلة للتكامل). هه الطريقة 
يمكن استخدام أمثلة سابقة لبيل أن فئات مألوفة تكون ذات مساحة. إحدى هذه الفئات 
هي القرص »دال وندرسه في المثال التالي . 
مثال 16.3: 

لأي نقطة م في ۳ وأي عدد موجب ‏ تکون الكرة المغلقة ( ۷ ذات مساحة ٣‏ . 
ولحساب ذلك نستطيع أن نأخذ : 


“رم (k=‏ م ۷ - =( bx‏ 
و م ب - Vr‏ 
T~ ps‏ = شك 
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وتكون الكرة (ه) 7 هي الفئة 5 في العادلة (2). 
من ملاحظتنا للجمع التقريبي في المثال ۰16.2 نرى أن: 


AN())= j (۵-م)‎ 


۱ 
رم‎ 
= 1 ۷ ), 2۳ dx = rr. 
2۱ 


على الرغم من ذکرنا واستشهادنا بأمثلة. فلا بد أن نعطي مثالا لتوضيئح الحذر الذي 
ذكرناه في تعريف المساحةء أي أننا يجب أن نعطي مثالاً لفئة ليست ذات مساحة. باستخدام 
الحبرة السابقة ليس من الضروري أن تكون ذكياً لتتنبأ بان هذه الفشة يمكن أن توصف 
باستخدام الفئة ”© والتي تتكون من النقط ۾ ذات الاحدائیات القياسية. 
مثال 16.4: 


لفرض أن (0>«,>۱:) 0260 =$ . نستطيع استخدام المستطيل 
[1 ,0 × [0,1] كفئة ۸ لتحديد وجود ,> . تعرف أن *0, 07 - کلاهما كثيفة في 
8 
۴ » ولهذا السبب فانه لأي مستطيل ۴ يمكننا اختيار النقطة أم في 7 أوفي 07 ب , 
إذن فمهم| كان معيار الشبكة ۷ صغيراً فكل ,۸ تتقاطع مع 8ء ومن ذلك فإن: 
a (N) = 2 A(R) = A(R) = 1.‏ 
RNSZO‏ 
ولكن 5-- مكثفة (كثيفة) يؤدي إلى أنه لا يوجد 1 ~ محتواة بالكامل في 5 وبذلك 
نستنتج أن 0 (N)‏ ۵ . 
إذن فإن 1= (8) 4 > 0= (5) ۸ . أي أن 5 ليس ذا مساحة. 
يتكون الحد [۷۱5 للفئة 5 من النقط م بحيث يكون أي جوار للنقطة م متقاطعاً مع كل 
و 5 - . تلاحظ أيضاً أن أي شبكة ١‏ علن المستطيل ۸ ومحتوية على 5 فان الفرق 
a (N) - a (N)‏ هو المساحة الكلية للمستطيلات الحرئية من نوع (11) والتي تتقاطع مع 
كل من 5 و8 ~ . وهذا يوحي بأن ظهور التساوي بين (8) ۸ و(8) ۸ يحصل 
عندما تكون مساحة [6]5 صفراء وهذا هو تأكيد النظرية التالية. وفي البداية نتطرق إلى 
نتيجة أولية نافعة . 
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نظرية مساعدة 16.3: 


تكون الفثة المحدودة 8 مساحة إذا وفقط وإذا كان 0= (8) ۸ . 


البرهان : 
نعرف أن (8)*ك > (8) ۸ > 0 » بحيث إذا كانت 0= (۸۳)58 فإنهمن 
الواضح أن (8)*ه = (ظ) ۸ . والعكس صحيح من تعريف المساحة مباشرة. 


نظرية 16.3: 
تكون الفئة المحدودة 5 مساحة إذا وفقط وإذا كان [5] ذات مساحة صفرية . 


البرهان : 

أولاً نفترض أن ل 5 مساحة صفرية. ونفترض آن ۸ مستطيلاً بحيث ۴° ح 5 . ما أن 
(و) ۸۳ = () م يمكتنا اختيار شبكة ۷ حيث + > (0() 8 = (۸) 27 حيث ع عدد 
اختياري صغير موجب لأن (8) ۸۳ = (۵) ۸ . نفترض (8) تجمعاً من الستطیلات 
الجزئية التي تتقاطم مع كل من ٩‏ و5 - » إذن ع > a" (N) - a (N)‏ = 2۸5۵ . 
نريد أن نب أن كل نقطة حدية تقع في بعض 1 . وبذلك يكون :2 1 © [5]ط ۰ 
والذي يعني أن » > ([5إط)”ة وبالتالي تكون 0 - [0]5)ه . لندرس نقطة م في 
[9]ط : آولاً إذا كانت م في *8 فان ,۸ يجب أن يكوّن احدى المستطيلات 18 (لأن با 
جاور للنقطة م) . 

'ثانياً إذا كانت م على الحد المشترك لاثنين أو أكثر من المستطيلات ,۸ فإنه من الضروري 
لاحدی هذه المستطيلات 18 أن تحتوي على نقط في كل من 5 و٩‏ - وبالتالي يكون احدى 
الستطیلات +2 . في كلا الحالتين تكون م في :8 لا . إذن ينتج من ذلك أن 
A(b[S]) = 0‏ . 

الآن لنفرض أن 0 = ([5]طاله وأن 0<ع . نختار شبكة N‏ بحيث تکون المساحة 
الكلية لكل المستطيلات الحزئية ۸ والتي تتقاطع مع [5]ط أقل من . نؤكد أن كل ,1 
والذي يتقاطع مع كل من 5 و8 ~ يكوّن احدى عناصر الفئة  )8/(‏ بحيث إن: 


a (N) a (N) > 2 A(R) > ع‎ 
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فإذا كانت م في 5 وه في ٩(‏ )0 ,۴ فان القطعة الواصلة بين م وه تفع 
بالكامل في FR,‏ . نُعرف *) كالآتي: 


(5 302 - ل + م [0,1] {t€‏ طاحم 


ولنفرض أن م تدل على النقطة 4 - 1) + ۱۳ . إذن فان كل كرة حول *م تحري 
نقطاً على هذه القطعةء والتي هي من النوعية ۲ > ) أو "ا <) . بما أن أحد الأنواع في 5 
والنوع الآخر في 5- نستنتج أن م في [5]5 . إذن فان ,8 هو أحد الستطیلات الحزثية 
RJ‏ والتي تتقاطع مع [5] . وضمنا بحيث لكل عدد موجب ‏ توجد شبكة ۷ حيث ان 
ع > () ۵ - a (N‏ وبالتالي فان : 

A6) ها ع مه هناع‎ a (N)= A )6( 


0ب|| | ۸0| 


ارين 162 

1- برهن النظرية المساعدة 16.1. (ارشاد: 9 0١‏ ۴ عبارة عن مستطيل يحتوي على 5 
و0 - "ام لأي خم مع ¢ . 

2- برهن التأكيد الثاني في النظرية 16.1: (6) ۸۳( ها 


NI0 


3- لفرض أن ۸ كما في المعادلة (2) ونعرّف الدالة التالية: 


ب > ۵ > 6,۵ د بع ب 1 
= (٭) حيث 
,0 


, ما عدا ذلك 


برهن على أن 0= ؟ آل 


4- لفرض أن ۸ كا في العادلة (2) وأن لك .ها × e]‏ ,0] = 8 عندمايكون 
١‏ < » . برهن أنه إذا كانت قابلة للتکامل على 8 وعلى 8 . فان ۴ قابلة تلتکامل 


على RUR'‏ و 
يس 
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5 إذا أعطيت: 
,6۱01 و S={xeE:x,€QN[0,1]‏ 
أوجد (5) ۸ و(5) ك. 
6 - إذا أعطيت: 
x, € [0,1]}‏ = بع {xe E:‏ دو 
أوجد (5) ۸ و (4)8. 
7- برهن على أنه إذا كانت 5 فثة مفتوحت فان 0 < (5) ۸. 
8- برهن عل أنه إذا كانت ٩‏ فئة جزئية كثيفة من المستطيل ۸ء فان 
A(R)‏ = ره 'ه . 
9 إذا كانت: 
x ]0.1(‏ [1 ,0]) م © =$ كيافي المثال 16.4. أوجد [5]ط. 
0 ماهو [2]ط؟ 


هل توجد فثة غير خالية بحيث يكون 2 = ]b[S؟‏ 


1 - ماهو "۲0/۵ 
2 - إذا كان ۸ مستطیلا وکانت ا شبكة على 12 . أوجد [N]ط.‏ 
3 - برهن أنه إذا كانت م نقطة معزولة (1501۵160) من 5 فان [5]5 © م. 
4 - کون مثالا واشرحه لفئة مفتوحة ليست ذات مساحة. 
(ارشاد: اكتب نقط الفئة 5 التي في الشال 16.4 كمتتالية [47) ولکل : 


بزح 


افترض أن الکرة ("م)ر,لا ذات مساحة 2 ومن ذلك فإن: 
ار 1 ۳ 
NJ 2‏ مه ل [ م 
=f 6‏ 


445 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


3 خواص التكامل الثنائي 


Properties of the Double integral 


محتوى هذا البند هو قائمة من خواص التكامل الذي عرفناه على فثة جزئية من ۴ . 
ويمكن التعرف على اخواص كا برهنت في حالتي التكامل الرياني وتكامل ريمان ‏ استيلتيس 
على *ظ . وهي تعتبر كحدٍ كبير الخواص الأساسية التي نجدها في النظرية التي تتناول أي 
نوع من التكامل . هناك القليل من الخراص الي تکون استئناء ات وهي متعلقة بالنطاق 5 
الذي يؤخذ عليه التكامل. والسبب الوحيد في أن هذه الخواص لا تشابه مقابلاتها في حالة 
التكامل على البعد الواحد هو أننا لا ندرس احتال التكامل على فئات جزئية من "2 غير 
الفترات . نظریتنا الاول تتعلق هذه اضواص القليلة الاستثنائية ؟ ولهذا السیب سنقدم لما 
برهاناً کاملا. في آغلب الحالات تترك البراهين کتمربنات؛ لأنها تشابه مقابلاتها في حالة 
التكامل الريماني. 
نظرية 16.4: 


نعتبر ] دالة محدودة على فئة محدودة 5» ونفترض أن 7 فئة جزئية من 5 بحيث يكون إ 
0= (۸02 و0 = (*)1 طالا كانت × في 2 - 5 . عندئذ ۴ قابلة للتكامل على 5 و ٍْ 


1۰-۰ 


الرهان: 

لنفرض أن ۲ > |0| على 5 وأن 0 < ۶ . نعتر ۸ مستطیلا يحتوي على 5 ونختار 
شبكة *. بحيث تكون المساحة الكلية للمستطيل :18 والتي تتقاطع مع 2 أقل من 5 
إن أي ”م في ,8 والذي يختلف عن :8 تعطى 0 - (م)1 . لهذا السبب فانه مها 
كانت طريقة اختيار “ام » يكون لدينا: 


"ما 5 > إجهم "م A(R)| = |Z f,‏ رم 2 


A(R) 


> 2۸۵۵ <e. 


إذن فإن 0= AR)‏ راي 2 سنا ء اي آن 620 [ل . 
i1‏ زد ا 
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نظرية 16.5: 
إذا كانت كل من ع ,۴ قابلة للتكامل على الفئة المحدودة 5 فإن ع +۴ وع 8 قابلة 
للتكامل على 5 و 


ffe‏ +؛ لل - 6*۵ لل 
5 5 5 
المرهان : 
ترك كتمرين 16.3.1. 
نتيحة 16.5: 
لنفرض أن ع ,؛ دالتان محدودتان على الفئة المحدودة 5 وتوجد فئة جزئية 2 من ٩‏ حيث 
(«)ع = («)1 طالا × في 8ء عندئذ تكون ‏ قابلة للتكامل على ٩‏ إذا وفقط وإذا كانت 8 
قابلة للتكامل على 5 و 
fe‏ ا 
S 5‏ 
الرهان : 
باستخدام النظرية 16.4 فان دالة الفرق ع - ۶ قابلة للتكامل على 5 
و 0= (ع - 6 ]] . إذن فإنَّ قابلية التكامل لإحدى الدالتين تؤدي إلى قابلية التكامل 
للأخرى (وذلك باشتخدام النظرية 16.5). وينتج تساوي قیمتهیا من الصيغة الموجودة في 
النظرية 16.5. 
نظرية 16.6: 


إذا كانت كل من ع ۴ قابلة للتكامل على 5 وكان («)ع > (۶0 طالا × في 5 فإن: 


ffe‏ > لل 


5 5 
الرهان : 
ترك کتمرین 16.3.2 . 
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نظرية 16.7: 
إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على 5 وكان ‏ عدداً. فإن ۲۶ قابلة للتكامل على $ و 


ell 


5 5 
البرهان : 
ترك كتمرين 16.3.3. 
نتيجة 16.7: 
إذا كانت 5 فئة ذات مساحة وکانت ‏ دالة ثابنة, ولتشل: إل ۲ - 00؛ » فان ۲ قابلة 
للتکامل على 5 و 
Jf ۱-۵‏ 
5 
البرهان: 
ترك كتمرين 16.3.4. 
نظرية 16.8: 
لنفرض أن ؟ قابلة للتكامل على كل من الفتتين 5 و1 عندماتكون 


0= (01 ۸ ۰ فان :-قابلة للتكامل على نا 85 و 


eel 


اليرهان : 


إذا كان ۸ مستطيلاً توي على 1 5 ۰ فان کلا من ,! وم٤‏ قابلة للتکامل على 8. 
وباستخدام النظرية 16.5 نجد أن: 


(+ f) = 1 f+ 1 27 


إذا كان × في 7 8) ~ e R۴‏ فإن (۲۷0 + 100 > («ارري؛ . وحيث إن 
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0 - (1 0 5) ۸ فنستطيع من النتيجة استنتاج أن جن 5 قابلة للتكامل على ۸ أيضاً 


وو 


JI آل ںا‎ (fs + f) 
R R 


لهذا السبب فإن ۶ قابلة للتکامل على 7 نا 5 وتكاملها هو: 


fe‏ +12 - 3 آل + ج f1‏ نا 


SUT 


تمارين 16.3 


1- برهن النظرية 16.5. 2- برهن النظرية 16.6. 

3- برهن النظرية 16.7. 4- برهن النتيجة 16.7. 

5 برهن أنه إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على 212 فإنها محدودة هناك . 

6- تكون الدالة السْلمية 5 على مستطيل ۸ دالة محدودة وتوجد لها شبكة ۷ على +1 
بحيث إن 5 تكون ثابتة القيمة داخل +8 لكل مستطيل جزئي تحدده الشبكة. برهن 
أن مثل هذه الدالة السّلمّية قابلة للتكامل على ۸ وإذا كان ,ا = (5)ة على 187 » 


فإن: 


AR).‏ رن لل 
i=1‏ 8 


Line Integrals (iil) التکاملات الخطيّة‎ 4 


ندرس في هذا البند نوعاً آخر من التكامل الأحادي الذي له علاقة بالتكاملات الثنائية 

التى درست . وهذه العلاقة بالتكامل الثنائي ذات وجهين: يفترض هذا التكامل الاحادي 

وجود دوال ذات نطاق في “8 » وكما نری في البند 16.7 فان استخدامه مکن لحساب نوع 
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معين من التكاملات الثنائية. ولا نصف الفئات في ”۴ والتي تشکل نطاق الدوال المتكاملة 
(Integrand)‏ . 


تعريف 16.5: 
: الفئة © منحنی (علا/ناه) فى 82 إذا وجدت دالتان متصلتان ع وط على الفترة [ط ,ه] 
سی مسحي 0 1 

بحيث تکون : 


)1( و 


عندما يكون 8 = » فان النقطة الناتجة ((ة)1 و()ع) تسمى النقطة الابتدائية اهنانامن) 
point)‏ للمنحني © وعندما ١‏ = 1 فان النقطة ((0) و (0)ع) تسمى النقطة النهائية -إعا) 
(اpoin minal‏ للمنحی ° . 


يسمى المنحني © بالمنحنى المغلق (۷۵ 010560) إذا تطابقت نقطتا البداية والمایق 
ويسمى المنحني ۵ بالتحني البسيط curve)‏ eاsimp)‏ إذا كان [ط ,4] ع ابا يؤدي إلى 
(۷۲ ,(8)ه) * ((0ه ,(0)ع1 وهذا يعني أن المنحني لا يتقاطع مع نفسه. وإذا تقاطع مع 
نفسه فلا يكون إلا عند النقطة النهائية. إذا كانت 8. ٤]‏ شا مشتقات متصلة على 
[6 ,ة] » فإن المنحني © يسمى بالمنحني الأملس (۷۵نه 20048ة) . إذا كان © هو اتحاد 
عدد نبائی من المنحنيات الملساء والتى تكون نقطتها النهائية متصلة بنقطتها الابتدائیف فان © 
يعن اتف متقطع الملاسة (sectionally moth)‏ . 


مشال 16.5: 

ذا كان x, = cost gy x, = sint‏ لكل ۲ 0۶۱ . 
عندها يكون © المنحني الأملس البسيط البین في الشكل 16.38. 
مثال 16.6: 

. 0 >1>2#* يد لكل‎ = sin ty x, = cost إذا كان‎ 


شكل (16.30) 


عندها©6 ينل منحنى الأوسترويد أو النجمى (5]:010ة) 
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كما في الشكل 16.30 وهو منحني مغلق بسيط وكذلك 


مثشال 16.7: 


المنحني المرسوم في الشكل 16.30 هو منحني مغلق 


س ((16.30) 


شكل 16.30) 


من مبادىء التفاضل والتكامل نتذكر أن المنحنى المعطى أعلاه له كثير من الصور 
البارامترية» وغذا السبب فان الدالتين ع وط في التعريف 16.5 غير وحيدتين. علاوة على 
ذلك فإنه يوجد اختلاف في التحويل إلى الصور البارامترية» وهو نافع جداً. فمن الأهمية 
بمكان أحياناً تبديل نقطتي النهاية والبداية للمنحني وتغيير اتجاه المنحني في الاتجاه المضاد. 
وينجز ذلك باستبدال الدالتين البارامتريتين 0)ع و()ط بالدالتين التراکبیتین 
(ط + a‏ ۴ ا-)ع و (ط + a‏ + 6-)ط على التوالي» ونشير إلى ذلك بالرموز 0-. 
تعريف 16.6 : 

إذا كانت ۴ دالة نطاقها فئة مفتوحة ومترابطة وتشتمل على المنحني © كا هو معطى في 
المعادلة (1) وإذا كانت ۸ دالة على [ط .3] ۰ فان الدالة التراكبية (5)0 ,۴)۲ دالة على 
[* ,] أيضاً. ونستطیع اخصول على تکامل ريمان استیلتیس 46 (۸ ,)5 1 
هذا التکامل بالتکامل النحتي أو الخطي ویرمز له بالرمز 44 ۲ . إذن: 


02 ۵ = )(0[ المسعط یلاع 2 lim‏ = ۵۵ ۲ ا 


0س|ع۳ 
عندما تکون 4 ذات مشتقة متصلة فان التكامل (2) يختصر إلى التكامل الريماني 
۳۹۹ كما رأينا في الفصل العاشر. من الملاحظ أن التكامل (2) يعتمد كلياً على 
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التمثيل البارامتري ل©. على سبيل المثال فإذا كان © منحني بسيطاً مغلقاً وكان هناك اثنان 
من التمثيلاث البارامترية للمنحني © يحيث إن آحدها يمر خلال © مرة واحدة والآخر يمر 
خلال © مرتين على التوالي» فان التمثيل الثاني يعطي تکاملا ذا قيمة تساوي ضعف قيمة 
التكامل في حالة التمثيل الأول. 

لتبسيط الرموز في هذا الفصل فان الحروف ج و تمثل الدوال البارامترية كا في المعادلة 
(1)» أي أن ()ع تأخذ مکان الاحدائي السيني ,× و(" تأخذ مکان الاحدائي 
الصادي يا للنقطة »× على ©. 


في أغلب الأحيان يتكرر تكامل منحني معين ويتتج هذا التكامل من استخدام 
احدى الدوال البارامترية ‏ أو 1 بدلاً من 4 ليعطي التكامل الخطي : 


foam 0‏ و یاه ل 
€ 6 
وبالجمع نحصل على نوع ثالث هو: 
5 لف و f [Pag+‏ 
١‏ 


ارين 164 


في التمارین من 1 الى 5 ارسم المنحني © وحدّد ما إذا كان المنحني © بسیطا أو مغلقاً أو ١‏ 
أملس . ا 
sin ۲ -[1‏ = زط و cos‏ = ()م حيث 0>1>2. ١‏ 
2 9۵-۷ و نع حيث 0:61 ۱ 

cos Trt, 0> > 1+ 
۱ ()ع‎ = 3 

21 -3 1> ) > 2: 

sin mt, Ost<1 

h(t) = 

0 1>) > 2 

0 > > 2 حيث‎ 
452 
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۰ و‎ 0 > ) > 2, 
8(0 = -4 
4 —t, 27 ع‎ > 4۲: 
sin Tt, 0 > ۱ < ۰ 
h(t) = 
0 27 > 1 < RT; 
0554 حيث‎ 
1 و‎ 0 >) > 1 
8(0) = 5 
2 - با‎ 1 > 1 > 2, 
4 0 > > 1 
h(t) = 
1 و‎ 1 > <52 


حيث ۸۵ > > 0. 
6 احسب ۵ | عندما تكون و3 + يع x‏ = ))1 و 
6 
اه ور ل1>غ>0: 3م <6. 
37 احسب 08 ل عندما تکون ×3 + ×× = (10 و ۲ = 0)0 
د 
وكذلك }7 .C= {(cost, sin 0:0 StS‏ 
8- احسب التكامل ٤۵۵‏ ] حيث رل + یر« 100 و 1= 4)0 وح كا 
9 احسب وهم [ حيث 4 + × = (۳ و© منحني معطى في التمرين 1. 
© 
0 احسب (ظك © + هه ۳) |[ عندماتكون 42 + × = ٥)»(‏ 
C‏ 
و Q(x) = 2x,‏ و منحني معطى في التمرين 2. 


۶)») = Vx +  ثیح‎ 1 (P dg + Q dh) احسب‎ 1 
6 


و 2x,‏ = (0)8 و0 منحني معطى في التمرين 4. 
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2- إذا كان © هو المنحني العطي في (1) و *م نقطة آخری على © مختلفة عن النقطة 
الابتدائية م والنقطة النهائية و. بين أنه يمكن كتابة ر٣‏ لا © = © حيث ,6 
منحني من 9 إلى *م ور منحني من “ص إلى 4. 


16.5 عدم الاعتاد على السار والتفاضل التام 


Independence of Path and Exact Differentials 


في هذا البند نعرف فكرتين على علاقة بالتكامل المنحني (الخطي) ونبرهن هذه العلاقة. 
وخلال هذا البند تُعرّف 0 كفئة مفتوحة. ومحدودة في ٤‏ . 


تعريف 16.7: 


إذا كانت ۴ دالة على . فان التكامل الخطي ۵۵ ۳ لا معتمد على المسار (48هم) 
في 9 بشرط إذا كانت م وكذلك و أي نقطتين في 5, و,) ور أي منحنيين بحيث 
تكون للها النقطتان الابتدائية والنهائية م و على التوالي» فان التكاملين التاليين لهما القيمة 


نفسها وهي : 
Î Fae= j Fae.‏ 
ی 6 
وتعتر هذه النتيجة حول التكامل الخطي ميزة بدمية لعدم الاعت‌اد على السار. 
نظرية 16.9: 


لا یعتمد التکامل اخطي 1 5 1 على المسار في © إذا وفقط وإذا كان لكل منحني 
متقطع اللاسة ومفلق © في © لدینا: * 
F dê =0 (1)‏ 1 
2 
الرهان : 


أولا نفترض أن م و و نقطتان في 1 ولنفرض أن (1) صحیح لكل منحني متقطع اللاسة 
ومغلق في 0. إذا كان ,© وی منحنیین بالشروط السابقة من « إلى ۰9 نعرّف 
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© -) لا ,€ = © حيث ,© - هو المنحني ر في الاتجاه الضاد (انظر الشكل 16.4). 


ت 
كل (16.4) تن گر 
3 5 
6 كام 
۷ 0 
4 سم 
۱ ب 0 
۱ 
۱ 1 
۱ 
/ 7 1 
/ 
١ Ca 4‏ 
D‏ ۳ 32 
ا 0-3 
بالتحديد يعرف المنحني © كا يلي : 
b},‏ > ۱ > ۵ : ((),ظ ) C=‏ 
و 
ce}.‏ > ) > ط : ((ا)رط )رجا < ی 
ونختار 
C= {(D,h(D):a > > c}‏ 
عندما تكون 
بط > ) > 2 ۹9 
١‏ = (2)0 
ب > ]> ط , © + ط + )دايع 
و بطع ) > 3 0 hi‏ 
h(t) =‏ 
ب > h(-t+b+) , bst‏ 


إذن فان © منحني متقطع اللاسة ومغلق» ومن 1( يكون: 
F 4 = 0.‏ 1 


CzU(-Ca) 
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من خواص تکامل ریان ۳۹ استیلتیس (نظریه 104 و10.5) هذه المعادلة تکانیء : 


Fae- fj ۳۵-0‏ ل 


6 C2 

وعلى العكس لنفرض أن ۴۵۵ | مستقل عن السار في 5 ولا يعتمد عليه. إذا 
كان © أي منحني متقطع الملاسة ومغلق في 0. كا هو مبين في الشكل 16.4 نختار نقطتین 
موه على © ونقسم © إلى ,© (من ص إلى ) وی (من 4 إلى م) . (انظر التمرين 


6.2( . 
إذن يعطينا عدم الاعتماد على المسار: Fdd= Û Fado,‏ ا 
5 2 
وبذلك فان : 
f ۵,‏ دووع f‏ هت ] o= f Fao+‏ 
یناه 6 6 
تعریف 16.8: 


إذا كانت ۲ و © دالتین على 2 فان التعبير 08 0 + هل ۳ یسمی تفاضا تاماً 000) 
differenti‏ في ۲ بشرط وجود دالة ] على 2 بحيث يكون: 


=P‏ و هودق 
ویصف مصطلح التفاضل التام حقيقة أن الصفوفة - الصف (508) [0 ۳] تعد تفاضا 
لدالة ۶. الرمز إل © + عل ۳ یستعمل بدلاً من الرمز بالصفوفة وذلك لعلاقته القوية 


بالتکاملات ا منحنية. وبعض هذه العلاقات بوضح في النظرية التالية وهي تناظر النظرية 
الأساسية حساب التفاضل والتکامل . 


نظرية 16.10: 


إذا كان 000 + عه ۲ تفاضلا تاماً في © و أي منحني متقطم اللاسة في 2 من م 
إل ۰0 عندئذ توجد دالة ؛ على © بحيث يكون: 


1 [P dg + 0 ah] = f(a) - f(p). 2 
6 
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الرهان: 
أولاً تدرس الحالة عندما يكون © منحنی أملس . عندها ع و ظ قابلتان للتفاضل باتصال 
على (9 .2] » ويكون لدينا: 
5 6 35 
ow‏ ]معام [Pag+oan]= f‏ ل 
b‏ 
fh’).‏ + ع) 1 = 
باستخدام قاعدة السلسلة في ع (نظرية 15.4). فان المكامل 1012704 في التكامل الأخير 
هو المشتقة (ط ,ع1 للدالة التراكبية (ط ,ع)1. 
إذن باستخدام النظرية الأساسية للتفاضل والتکامل. يكون لدينا: 
[Pag + oan] = fle(b). h(b)) - f(a), h(a)‏ ل 
7 


= f(q) - f(p). 


في الحالة حيث يكون © اتحاد عدد نهائي من المنحنيات متقطعة الملاسة. فان التكامل على 
© يكون بأخذ التكامل على « من الأجزاء الملساء والتي طبقنا عليها الحالة السابقة. إذن 
يمكن جمع المعادلات «- الناتجة. وتعطينا الأطراف الينمى بعد الجمع (م)4 - (4)] . (هذه 
التفاصيل مطلوبة في التمرين 16.5.1). 

النظرية التالية تعتبر النتيجة الأساسية في هذا البند وهي تعطي العلاقة بين فكرتي عدم 
الاعتماد على المسار والتفاضل التام . 
نظرية 16.11: 

إذا كانت ۴ و © متصلتين في ط, فان [ك © + هك ۲] | مستقل عن المسار في «ا 

¢ 


إذا وفقط وإذا كان طه © + یه ۴ تفاضلا تاماً في 2 . 
الرهان : 
احدی التضمینات في هذه النظرية هى نتيجة مباشرة للنظرية 16.10. ونری ذلك إذا كان 
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ل © + وه 5 تفاضلا تام لنقل مثلاً للدالة ۰۲ فان قيمة التكامل النحنی (الخطى): 

dh]‏ و + [Pag‏ ل تكون (م - (1 والتي من الواضح أنها تعتمد فقط على 
8 

نقطتي النهاية م وو. إذن فإن التكامل مستقل عن المسار من ص إلى 9. 


الآن نفترض أن [طل © + یه ۳ ] مستقل عن السار في . نحتاج دالة ۶ حيث 
2 


تحقق ۲ 2 ,؟ و0 = وا . إذا كانت "م نقطة في 8 والدالة ؟ معرفة بالمعادلة التلية: 


f(x) = ] هط‎ + O dhl, 


حيث © منحنی متقطع الملاسة في 1 من “م إلى × . (نلاحظ أن الاستقلالية عن السار 
تضمن أن ] معرّفة جیدا). لندرس فرق القسمة. 


5 ]10 - لودع + تا ] 


x+ Ax 
۵x, ۹ ۱1 . [P dg + © dh] 


۲ 
- IP dg + © dh] (۰ (3) 
P 


با أن التكاملات في الطرف الأيمن لا تعتمد على المسار. وقد أشرنا فقط إلى نقطتی 
الغهباية» فمن المکن اختيار المنحنيات التي تناسب غرضنا. إذا كان ,© منحني متقطع 
الملاسة من “م إلى × ونعرف ,© بحيث يكون السارمن "م إلى «۵ + × والعطی 
پ الا 2 نا حيث1 المستقيم الواصل من (ر× .© = ۶ إلى 
(ر ,×۵ + ,×) = ۵ + × . (من المکن أن نفترض أن ظ > با ؛ لأن 0 مفتوحة 
و |ا«۵|| يمكن اختیاره صغيراً جداً) . 


إذن : 


dhl.‏ و + f [FP dg‏ + زطة و f (Pag+‏ دزو جهوم ل 
ع 6 Cı‏ 
وتتحول العادلة (3) إلى : 
X2) > 1, x»)‏ 4% + ] 


1 
7 ۱ ط]‎ dg + Q dh]. (4) 
Ax, 1 E 
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ولكن تم اختيار .1 بحيث يكون الاحدائي الصادي ثابتاً على 1. وهذا يؤدي إلى أن 
009-0 ل . وبذلك يمكن اختصار (4) إلى: 
kL‏ 


f(x + Ax,» x») ¬ f(x, x») 


1 
1 P dg. )5( 


Ax, 


الآن يمكننا حساب التكامل على ما وذلك باختيار تمثيلات بارامترية بسيطة خاصة ل با والتي 
يمكن أن نذكرها كالآتي: إذا كان ؛ = ()8 على الفترة ۵ + ,× ×] » فإن: 


xı 


| Pag= f Pt, xy) dt. 
1 


ما أن ۴ متصلة فان نظرية القيمة الوسطى تضمن أنه يوجد عددس في [رجك + ,× مت] 


بحيث إن : 


+ AX) 
۳), x) ١ AX, = 1 P. 


بتعويض ذلك في (5) نحصل على : 
(ر× )۴ ¬ (ر× ,رتش + f)»‏ 


= P(u, x»). 


Ax, 


وعندما تؤول ,×4 إلى الصفر فإن الطرف الأيسر يقترب من (*),5 . وكذلك ها تقترب من 
× عندما تؤول ,×4 إلى الصفر أيضاًء وتؤدي خاصية الاتصال ل إلى اقتراب الطرف 
الاین إلى (ر× ,۳6 . إذن فان (۳0 = (؟ . إِنْ برهان © = را يتمّ بالطريقة نفسها 
(انظر التمرين 06.52 . 


تمارين 16.5 

1- أعط تفاصيل البرهان للنظرية 16.10 في الحالة التي يكون فيها © مساراً متقطع 
الملاسة. 

2- أعط التفاصيل لبرهان النظرية 16.11 في الحالة © = ب. 
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9 
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وضح أن التعبير ۵ © + ه20 تفاضل تام في كل حالة وذلك بایجاد دالة ۴ كا هو ني 


التعریف 16.8. 

P(x) = 2x x, A(x) = 3 (a) 
P(x) = ,ثم‎ 00 = 3x: (b) 
P(x) = x e, Q(x) = (1 + 9) چ‎ (0 


استخدم النظرية 16.1 ساب التکامل الخطي إ[طل © + هل م ] ۱ في كل 


حالة : 

(۵) ۳ و کا ني التمرین (2 3) و 10:۱۷:0۱ <6. 
(0) ۲ و0 کا ني التمرين (30) و r}‏ > > 0: ل {(cost, sin‏ عم 
6۵ ۳ و0 كاي التمرین 0 3) و (1عن >۱-: .10 -6. 


برهن أنه إذا كانت ۳ و © ور وکذلك ,0 دوال متصلة في 60 وطل ۵ + هل م 
تفاضا تاماً في 5, فإن ,0 = ر۴ خلال ط. 


(ارشاد: استخدم النظرية 15.6). 


وضح أن التعبير 00 0 + یه ۳ لا يكون تفاضلا ناما في ”ع للدالتين و © 


المعطاتين في كل حالة: 

P(x) sin XY», Q(x) = cos xy. (a) 
P(x) = 3 + 3%, Q(x) = 3% ج‎ 3 (b) 
P(x) = x, sin ايلا‎ Q(x) = x, 5م‎ X,. (¢) 
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6 نظرية جرين Green’s Theorem‏ 
ااا سم 


كنتيجة آخبرة للتكاملات الخطيّة؛ نبنى علاقة بين التكامل الثنائي على فئة 5 والتكامل 
الخطى على منحنى حدود الفئة 5. من الطيغي آن تعن أنه لست كل كله خبادودة في *8 
هى ذات حدود كافية لتكوين منحنى يمكن استخدامه في التكامل الخطي . لهذا السبب من 
الضروري وصف الفئات التي يمكننا استخدامها ودراستها. 


تعريف 16.9: 


الفئة 5 في ۴ هی فئة أولية (اه؟ لإكةادعممعاء) بشرط وجود دوال لها مشتقات متصلة نا 
ونه و*نا وكذلك *ه بحيث (1)ل > )۰ على زط ]a,‏ و v“)t(‏ > () على [0,ه] و 


S= و:ع)‎ > <b ۱ u)x,) > ید‎ > v(x} 
3 
S = {x:e< x, < d, u(x) > x, < v(x) }. 
Xu 
4 
الم‎ 
)16.5( شکل‎ 

جاع 

ع 1 1 

a 2 


رقارن ذلك بالفئة الواردة في المثال 16.2). 


ّل في الشكل 16.5 فقة أولية. ويشكّل المنحني © تمثيلاً للدالة نا من م إلى "م 
خلال او وقثيل الدالة « هو النحتي ر من "ام إلى ام خلال م . وبالمثل فإن 
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یل الدالة "ن والدالة “ند يكون من م إلى م خلال ”ام وم على التوالي. | 

التكاملات الخطية التي نحن بصددها هنا تؤخذ على حدود الفئة ۳۷ تکون منحنی شيطلا 
متقطع الملاسة ومغلقا. هذا المنحنى يتم اختباره مرة ة واحدة فقط وجري التحرك ف اجاه 
تظل فيه الفشة 5 على الیسار عند اجتياز المنحنى ©. على سبيل المثال. نستطيع اعتبار 


(© -) لا ,€ = © حيث: 

C, = {t,u(d):a st <b} 
ويكون‎ 

a}.‏ )كه : (uD‏ عن 

تکمن ايجابية وجود فتة أولية 5 کنطاق للتكامل في أن التکامل زا يمكن حسابه على أنه 
عمليتي تکامل - رياني متكرر» واحدة في كل احداڻي رق ق مت شبکة على 
مستطيل يحتوي 5. التکامل ۲آ هو نباية المجاميع ذات الشكل : 
5 
fu) A(R;)‏ 2 


Isism 
مرك زا‎ 


عندما يكون ۸ الستطیل في الصف ذي الترتيب ١‏ وفي العامود ذي الترتيب ز. ويمكن 
حساب الحدود 0 في هذا المجموع بجمع الحدود الرأسية (أي تكون ز ثابتة) ثم بجمع 8 
من الأعمدة الحزئية لإيجاد قيمة المجموع ٠‏ إذن فإن: 


82 يعم رين‎ = 2 {2 f ARD}: () 
ت۳۹‎ j= 1 
1 

لندرس المجموع الداخلي عندما تكون [ ثابتة : 
0 )3 > ترا 2 f(a) A(R) = (f - tj‏ 2 
i=l j=‏ 


=x: <x SS. 
Ry = 5: رکب‎ > tp $, و كدر‎ Ss} 


يعر الطرف لین في (2) وعلى وجه التقريب مجموعاً ريانياً للدالة (: ,,4)8 على الفترة 
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(*)ند > 5 > (ع)ندء عندما يكون × ثابتاً في الفترة [6 .,_6] . هذا المجموع لا يساوي 
بالضبط المجموع الريماني للدالة ( بب؟ ؛ لأن النقط ررم ليس بالضرورة تكون ذات 
الإحداثى الأول نفسه × . ويؤول هذا إلى الصفر وعلاوة على ذلك إذا كانت ۶ متصلة فإن 


الجموع (1) يُقرّب إلى : 
pub)‏ بم بل 
3 درا ه) هه )8 f(t,‏ ۳ / 2 


j=1 


للأسباب نفسها نجد أن التعبير (3) یقرب إلى جمع رياني لتكامل ماعل الفترة 


ط »> ) > خ . إذن نجد أن: 


| f= f(t, Ss) هه‎ dt. (4) 


0 a 
إن الخطوات التي قادتنا الى (4) تحتاج بعض التفاصيل. ولكن القاریء المهتم يستطيع أن‎ 
يتحقق من ذلك بالاستناد إلى خاصيّة الاتصال للدالة ۶ (انظر التمارين 16.7.2). ونستعد‎ 
. الآن لبرهنة النتيجة التي تربط فكرتي التكامل المنحني والتكامل الثنائي‎ 
نظرية 16.12: (نظرية جرين).‎ 
فئة أولية ومنحني حدودها © وإذا كانت ۳ و © و ,۳ وكذلك ,0 دوال متصلة‎ ٩ إذا كانت‎ 
على النطاق < الذي يحتوي 5. لنفترض أن ((8)0.500)) = © . فإن‎ 
J «<o, - ريم‎ = f [Pag + 0 5 
0 cC 
: الرهان‎ 
يمكن أن يُكتب كل من التكاملان في (5) على شكل مجموع تكاملين» وهذا نرغب في أن‎ 
: نبرهن‎ 
1[ ۰-1۳, f P dg + ] © dh. 
$ S ۹ ف‎ 
نرهن هنا أن‎ 


1 P= - P dg. (6) 
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ويمكن للتكامل الآخر أن يبرهن بالطريقة نفسها. باستخدام (4) يمكن أن نحسب الطرف 
الأيمن على أنه تكامل متكرر: 


موی ۳« 
"u‏ 4 
باستخدام النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل نجد أن التكامل الداخلي : 
۵ .)ا = P, (t,s) ds = P(t, u(t))‏ 0 
كا لاحظنا سابقاً فان (©) لا ,© = © » عندما تكون ,6 وی على الشكل التالي: 


C= ) ۰۰:۰ > <b} 


5 {luda st sb}. 


۳ ۲ = ۳ P(t, u(t) dt - P(t, u(t)) dt. زف‎ 
4 3 


وبتعويض ؛ 2 ()8 في الجانب الأيمن من (7)» نحصل عل : 


۳-1 ۴٩: - [ م‎ dg ]ده‎ P dg 92 P dg. 


نان ۱ ات 5 

وهذا ينبي البرمان. 
ليس من الصعب أن نرى أن النظرية 16.12 يمكن أن تشمل الحالة التي تتکون فیها 5 من 
اتحاد نهائي من الفئات الأولية . . ونوضح ذلك بيرهنة الحالة الي تتكون من اتحاد فئتين أوليتين 
كما هو موضح في الشكل 16.6 . لنفرض أن ۴ © ر۴ وكذلك ,© دوال متصلة على 


۲ ويؤخذ المنحني ,© من‎ 6 UC, UC, UC, وتعظی تلود 5ب‎ + 5-5 US, 
بذلك لدينا:‎ <q إل‎ 


)ای لا - PIS]‏ و یه لان ای bS]‏ 
464 


منتدى افريقيا سات www.afriqa-sat.com‏ 


شكل (16.6) 


إذن فان : O dh]‏ جيه ۱۳ ah] = f‏ و + [Pag‏ ل 
2 
dh]‏ © + عل de] + J [P‏ و + dg‏ م] ۹ 
لاو 0 رو -) نا یلار 


2 J )0- 6 7 J (Q, 5 هن‎ 
5 5 
0 ل‎ (Q, - (و”‎ 


لقد جعلت نظرية جرين حساب تكامل التفاضل التام سهلاً. كا سنرى في النظرية 
التالية . 
نظرية 16.13: 

إذا كانت ۲ و0 ور وكذلك © دوال متصلة على النطاق ظ وإذا كان 
(0,5)0)ع) C=‏ منحني متقطع الملاسة في © أي حدوداً لفئة أولية 5» ولنفرض أن 
التعبير اك © + هل تفاضل تام في 10 فإن: 


۵۱-0 0 جههم] ل 
8 


الر‌هان : 
ان التفاضل التام ٩5‏ 0 + عل ۳ يودي إلى وجود دالة ۴ على 5 بحيث إن ۶= را 
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و© 2 یا . نكتب و۲ = یرگ و ,© = ررة ونستخام النظرية 15.6 لنعرف أن هذه 
اا 7 المختلطة متساوية. إذن فإن ر۴ - ,© يساوي الصفر خلال 5 (انظر 
التمرين 16.5.5). وهكذا استناداً إلى نظرية جرین» نجد أن: 


Jj [Pag + o am = Jf (o, - -ايه‎ 1[ 0 =0 
26 5 5 


16.7 نظاثر نظرية جرين 


Analogues of Green’s Theorem 


نناقش في هذا البند النهائى نظريات مماثلة لنظرية جرين بدون إعطاء براهين هذه 
التتائج » على الرغم من ذلك فطلبة التفاضل والتكامل للمتغيرات المتعددة بميزون هذه 
النتائج بسهولة. هدفنا الحاضر هو اعطاء نظرية عامة تكون نظرية جرين جزءاً منها. بدا 
باختبار شكل هذه النتيجة. . نفرض أن ؟ دالة معرّفة على نطاق مفتوح 9 يحنوي على الفشة 
5 وأن 05 يدل على تعبير تفاضلي يحتوي على المشتقة الأولى أو التفاضل الجزئي للدالة ؟. 
إذا رغبنا في تكامل 01 على 25 عندئدٍ وبالاستناد الى نظرية جرين مع فروض مناسبة حول ؟ 
و5 نحصل على القيمة نفسها إذا كاملنا ؛ نفسها على الحدود 5. .رمزياً: 
)0( 1 1 ل a=‏ ل[ 
(8 
بالطبع فان نوع التکامل في الطرف الایسر يختلف عن نوع التكامل في الطرف الأيمن من 
(۰)1 وكذلك على نطق مختلفة الأبعاد ولكن النتيجبة تؤكد أن تكامل دالة على حدود فئة 
يساوي تكامل تعبير تفاضلي على الفئة الغلقة. لقد رأينا سابقاً جملة مشابهة هذه التبجة, إذا 
فللنا الأبعاد بمقدار 1 فان ؟ تصبح دالة على القارة [ط به] = 1 و 4-1 ویکون 0/1 فئة 
النقطتين (9 ,12 ۰ وبناءً على النظرية الأساسية ساب التفاضل والتكامل فإن: 
af = f(b) = f(a) = j f 0)‏ 1 
٣ lil‏ 
إن الطرف الأيمن من (2) هو رمز غير معرف ويمكن تعريفه على أساس أنه يساوي الحد 
الأوسط من (2). . النقطة المهمة هي أن قيم ۴ عند حدود 1 تحدد تكامل ال على الفئة المغلقة . 
يمكن صياغة المعادلة (1) في الوضعية ثلاثية الأبعاد. في هذه الحالة يمكن للفئة 5 أن تكون 
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سطحاً < في ۴ أو شکلا حساً ۷. في الحالة الأولى لدينا نظرية ستوكس 5001695) 
(ع:۵ع1۳ حیت التکامل اخطي : 


تع + جه و جيه مز fj‏ 
الااصع 


مساوياً للتكامل السطحي : 
(P, - 0([ do,‏ + روط = (R,‏ + ريع - 0)] [ 


حيث تكون السطوح والدوال مناسبة. (الحدود [2]ه هي منحني يحتوي على السطح 
5). في الحالة الثانية یطوق السطح < الشكل المجسم ۷ 
و ( ۵6۰۵ ,()م) = («): يكون تحویلا من *8 الى 8 . عندما تكون ۲ وه 
وکذلك ۸ دوال على ”ع عندما يتم تکامل حاصل الضرب القياسي 4 . ۲ على حدود 
السطح . تکون النتيجة هي نفسها التکامل احجمي نفسه ل 0۷ ۴R‏ + یه +,۳) = أ 
المأخوذ على ۷ : 
df. (3)‏ للا 5.42 لل 
]معد 

هذه هى نظرية جاوس للتباعد ومضمون المعادلة (3) هو مرة أخرى: ان تكامل دالة على 
حدود فئة يساوي تكامل التعبير التفاضلي على الفئة التي تطوقها هذه الحدود. 

ان نقاشاً ناجزاً لواضیع نظرية ستوكس ونظرية جاوس للتباعد بتفاصيل يمكن أن يُقَدّم 
كجزء من التحليل الاتجاهي . في هذه الصيغة يمكن لقوة رموز ومفاهيم المتجه أن تسهل 
وصف أنواع مختلفة من الدوال والمنحنيات والسطوح كا أن علاقة الأنواع المختلفة من 
الدوال والمنحنيات والسطوح بمكن أن يتم التحقق منها تقعالية آکر. 


1 - برهن التأكيد (4) في البند 16.6. ارشاد: استخدم الاتصال المنتظم للدالة ؛ لتحصل 
على النقط ,م , ... ,نط التي لما الاحدائي الثاني نفسه 3 تحقق : 


|5) = tw”) > 


28 


بیس 
> ز > 1 
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2- أكمل برهان نظرية جرين وذلك برهنة: .006 آل = ا 
+ 5 


في التمارین من 3 إلى 7 استخدم نظرية جرین لحساب التكامل الخطى 
[Pag + 0 dhl‏ ] للدوال والمنحنيات المعطاة. افترض أن السار الاتجاهى للمتحنيات 
/ 7 ۰ 

معطى بحيث تظل الفئة 5 على اليسار كلما اجتزنا انحن . 

3- يه - 2 = رمم و ی + ,× = (0© و© هوالمسار الستطیل من (0,0) إلى 
(3) إلى 3.2 إلى (02 إلى (0,0). 

4- ۲۵-2۵ و 000 و٣‏ هوحدود الفئة الحدودة والمطوقة بالخط 
المستقيم × = ر× والقطع الکانی» ‏ = ید . 

P(x) = 2x, + xX, 2‏ و وا - ,3% = 0080 وC‏ هو حدود (۱,)0. 

6 وه P(x) = 2x, ٩‏ و x cos x,‏ = 00 و هو القطع الناقتص 
1 < و3 + 5 . 


3 


7 و << (۳ و بايد + يد = (00 و٤‏ هو حدود ربع الداثرة: 
s = {xe E’: | =1. x >0. >0}.‏ 
8- بین امكانية تطبيق نظرية جرین" للتكامل على المنطقة ذات الشكل 2 والوضحة 
کالاي : 
3 


/ 
= 


(1) للحصول على معلومات إضافية عن نظريات جرين وستوكس وجاوس والتكاملات المنحنية والسطحية وتطبيقاتها 
انظر کتاب : «مقدمة في التحلیل الاتجاهي» اليف هاري ف. دافیس. آرثور د. سنيدرة, ترجه د. أحمد 

صادق القرماني: أ. الصادق عیاد كرواط من منشورات جامعة الفاتح - طرابلس - لیا . 
(ملاحظة الأرجم) 
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3 


ملحق أ 


Mathemathical Induction 


هذه المناقشة ليست معالحة عامة لموضوع الاستقراء الرياضي . الطالب الذي وصل إلى 
مستوى هذا الكتاب لا بد أنه درس وقابل فكرة الاستقراء الرياضي بأساسياتها ورا بتعرض 
أشمل للموضوع". 

والغرض من هذا الملحق هو التوضيح وبمثال واحد كيف أن هذه الفكرة الرياضية 
الأساسية استخدمت عدة مرات في الدراسات النظرية التي قدمت في هذا الكتاب . 
مبادىء الاستقراء الرياضي : 

لنفرض أن ۲ فئة جزئية من لا تحقق ما يلي : 
(أ) 1 في الفئة 7. 
(ب) إذا كان ١‏ في الفئة '1. فان 1 + م في الفئة ۲. 
فإنه ينتج منذ لك أن ۲ هي كل . 


لقد اختير الحرف 7 فى مبادىء الاستقراء الریاضی بسبب الطريقة التى يتم فيها تطبيق 
.2 1 ستقر ضي سيب في يتم 


(#) يسمى الانتقال من العام إلى الخاص بالاستنتاج أو الاستدلال (0:01:00ع0). ويسمى الانتقال من احالاب 
الخاصة إلى الحالة العامة بالاستقراء (180061108). وللحصول على دراسة وافية في موضوع الاستقراء الرياضي ف 
الحساب والجير والحندسيةء انظر کتاب «الاستقراء الرياضى» مكتبة الرياضيات الحديئة جزء 2 ترجمة د. أحمد 
صادق القرماني» الصادر عن دار مير للطباعة والنشر موسكو 1980 - (ملاحظة المترجم) . 
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هذه البادیء 5 معظم الحالات. . لتفرض أن ۲ 1 1 متتالية من الجمل ولنفرض أن 
٣‏ هي فة ة الصواب (56 طrutا)‏ للمتتالية , 00 2 آي آن : 


1 = {n E N:S, (True) }ص‎ 


ومن ذلك يمكن استنتاج أن ,5 صحيحة لكل « وذلك بتوضيح أن 7 تحقق (أ) و (ب). 

ل عسوي امور ا 00 
5 يا أل سسا خبرج خنلة جل ها 
التجمع . 

قد يتكون التجمع من المتتاليات التقاربية أو الدوال القابلة للتکامل» وطريقة دمج 
عنصرين من التجمع قد تکون عملية حسابية مشل الجمع أو الضرب أو قد تكون عملية 

۳ أخرى مثل تراكب الدوال. 
كل ما نریده هنا أن تکون العملية تتسیقیة, أي : 
۰( *) ۶ « رو *۱) 


في مشل هذه الحالة وعند برهنة خاصية انفلاق التجمع تحت التنسیق لأي عنصرین من 
عناصره فإن الاستقراء الرياضي يسمح لنا بالاستنتاج مباشرة أن التجمع مغلق تحت 
تركيب أي عدد نهائي من عناصره . 

سنيرهن مثل هذه النتيجة هناء وللملاءمة سنستخدم الاشارة الموجبة للدلالة على العملية 
الثنائية على التجمع ©. ونستخدم الحرفين ؟ وع للدلالة على عناصر ©. لكن البرهان غير 
مقتصر على الحالة التي تكون فيها العملية جمعاً و© مؤلفة من دوال. 

نفترض أن العملية تنسيقية وتحقق الشرط التالي: 


إذا كان ٤‏ وع في © فان ۾ +۲ في 6. 00 


نظرية أ (1): 
لنفرض أن © تجمع مع عملية تنسيقية + تحقق (1). 
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إذا كان ا ور فة جزئيةمنتهية من € فإن المجموع 


یا 1 في .C‏ 


الیرهان : 

لكل « في ۴۱ نفترض أن ,5 هي الجملة «لکل فتة جزئية إا -- 448 من € 
فان + .+ f +f,‏ في ». 

نرغب في برهنة أن فئة الصواب 7 من ریم (,5) تكون ل*. 

نلاحظ أولاً أن ,5 هى بالضبط الخاصية (1)» إذن 7 تحقق (). 

لنفرض الآن أن « في 1ء أي أن نكل فده میا في © تكون 
,۰ + + ر في ©. لا بد أن نبرهن على أن 1 +« في . 

لذا نعتبر الفكة الحزئية ,ري ,82,۰ اختيارية من ©. باستخدام التنسيق 
يكون لدينا: 


fF BEE FET 


EFE Ea FIFE 


n+1 


وبافتراض أن ,۲ + ... + ر في © فإن الخاصية (1) تؤدي إلى أن الطرف الأيمن موجود في 
6 


إذن 1 + 0 في 1. 


وهكذا فقد تم برهنة أن 1 هي كل لا بواسطة مبادىء الاستقراء الرياضي . 
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اللحق ب 


الفثات القابلة للعد والفئات غير القابلة للعد 


Countable and Uncountable Sets 


من الطبيعي أن نستنتج من تجاربنا الأولية مع فشات الأعداد أنه إذا كانت هناك فئتان 
لانمائیتان فإنهم| متساويتا الكبر. ومع ذلك من المفيد للغاية الاستعانة بمفهوم أكثر دقة للمقارنة 
بين الفئات الكبيرة. وقد طورت نظرية الأعداد الأساسية (الكاردينالية) وتكافؤ الفئات على 
يد كانتور في أعوام 0 الأخيرة وتم إغناؤها بسرعة على أيدي كثير من علاء الرياضيات. 
ولن نتطرق كثيراً إلى تفاصيل هذه النظرية بعمقها في هذه المناقشة, ولکننا نشجع القارىء 
على البحث في مصادر أخرى وتتبع النظرية بعد هذه الناقشة. 
تعريف ب (1): 

الفئة 5 قابلة للعد (©01ة]هدامه) إذا كان هناك متتالية مداها كل 5. وإذا : تكن الفئة 
قابلة للعد فإنها تسمى غير قابلة للعد (عااة٤”uهعمن)‏ . 

وهذا التعريف يحدد عدد العناصر في الفئة القابلة للعد 5 بمعنى أنه يوجد على الأقل عدد 
واحد صحيح موجب يناظر كل عنصر من عناصر 5. وبذلك فلا يمكن وجود عناصر في 5 
«أكثر» من عناصر ل. ونورد هنا أمثلة على فثات قابلة للعد يسهل التحقق منها: 
(1) الفئة لاا نفسها. 
(2) فلة الأعداد الزوجية الموجبة (6۱۷ 120:8 . 
(3) أية فئة جزئية من لا/. 
(4) أية فئة نهائية . 
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والمثال الثالث يكن تعميمه بتأكيد أعم نثبته فيا يلي : 


مفترض ب (1): 


أية فئة جزئية من فئة قابلة للعد هى فئة قابلة للعد. 


اليرهان : 
نفرض أن 5 قابلة للعدء ونفرض أن 7 أية فئة جزئية من 5 عندئذ هناك متتالية 5 


بحيث إن : 
{s,:nEN}‏ ده 


نفرض أن ! متتالية جزئية من 5 تناظر تلك الاعداد الصحيحة (0)6 بحيث إن 
€ بيه . بذلك فان (۲۱۷:م/: -7 وهكذا آبتنا أن 7 هي مدی 


التتالية ). 


5 


وعلی الرغم من أن مفترض ب (1) مفید للغايةء فانه من الدهش أكثر ملاحظة ماذا 
يحدث عندما نوسع الفثات القابلة للعد بتجمیع عدد كثير منها. . على سبیل الشال نفرض أن 
_, (:) - 5 وان ر (:) ۲ فتتان قابلتان للعد. نؤكد أن اتحادهما هو ایض 
فئة قابلة للعد؛ لأن: bs‏ موق تن ی 1 متتالية كما هو واضح مداها 
7 لا 5 . وبالمثل یکون اتحاد ثلاث فثات قابلة للعد لا و 7 و 5 فئة قابلة للعد بالتتالية 
۳ برلا مرا Sa‏ ورلا مرا موه . ومن السهل إثبات (بالاستعانة بمبدأ الاستقراء الریاضی) 
أن اتحاد أي تجمع نبائي من الفثات القابلة للعد يكون هو هو فئة قابلة للعد» والنتيجة 
التالية تأخذ هذا الاستنتاج خارج مجال الاستقراء الرياضي . 
نظرية ب (1): 

اتحاد تجمع قابل للعد من فتات قابلة للعد هو فئة قابلة للعد. 
البرهان : 

لكل « من ١‏ نفرض أن "8 الفئة القابلة للعد (۸ © 8 :ي,5) . ونرغب في 
إثبات أن الفعة "۶$ لا = s‏ فئة قابلة للعد ويمكن أن نرتب 5 في التشكيل (0۳۲:۸۷) 


۳1 
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المي في الشكل ب (1). وتشير الأسهم إلى كيفية كتابة عناصر 5 بدلالة المتتالية» وبالذات 


فإن: 


3 


E Sa: ور‎ S41 S2. 3 مب‎ 2 S2, Sa 5 


دكي کے کے ارك 9 
کر 

52 56 

دو يذه 54 1 ۱ Ste:‏ 
۰ یر و 

7 
شكل (B-1))‏ ليله ص سير Sm: sf‏ 
ب ۱ 
5 بدا of‏ د 


لاحظ أن مجموع الدليلين السفليين لكل حد يكون ثابتاً على امتداد القطر. وبذلك نورد 
قائمة بالحدود في مجموعات وفقا لمجموع أدلتها السفلية: 


في القطر الأول الجموع هو 2» 
ف القطر الثاني الجموع هو 3 


في القطر رقم 1 المجموع هو | + لى 


كل حد ,5 فی 58 يكون المجموع « + ١‏ مساویا للعدد الصحيح [. ولذا ينتج أن 
ی ٤‏ چ 
حد من 5 یظهر في مکان ما في التتالية المذكورة قبل قلیل . 
ومن ثم فان 5 هي مدی هذه المتتالية» وبالتالي فإنّ 5 فتة قابلة للعد. 
مشال ب (1): 
الفئة © (فة الأعداد القياسية) هی فة قابلة للعد؛ لأنه إذا كانت 
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+kEN}‏ > ) - 59 ب عندئذ تتکون 5٩۳‏ ل ) = 5 من كل الأعداد القياسية 
الموجبة وهى قابلة للعد وفقاً للنظرية ب (1). وبامثل تكون فئة الأعداد القياسية السالبة قابلة 
أيضاً للعد. وكذلك تكون الفئة المفردة (0) . وحيث إن © هي اتحاد هذه الفئات الشلاث 
القابلة للعد فإنه ينتج أن # نفسها فئة قابلة للعد. 

وقد يبدو حتى الآن أن كل الفئات مفترض أن تكون قابلة للعد. ولكن ذلك يعني أننا لم 
نكسب شيئاً إضافياً زيادة عن وجهة نظرنا الأولى حول أن كل الفئات اللانائية «متساوية في 
الكبر». غير أن هذا ليس هو واقع الخال ک| ستثب ذلك في النظرية التالية . 


نظرية ب (2): 

الفئة ۸| (فئة الأعداد الحقيقية) هي فئة غير قابلة للعد. 
البرهان : 

لكي نبين عدم وجرد متتالية مداها هو كل ۰18 نفرض أن ریم ,1 هي متتالية 
اختيارية من الأعداد الحقيقية ونبين أنه يوجد عدد وا<د على الأقل ليس حدا في هذه 
التتالية . نفرض بعد ذلك أن كل ,× في الفترة (1 ,0] . ويمكن كتابة كل ,× في صورة 


دوه 


عشریة. لنقل : 


حيث کل بك هو رقم (انعنه) (أي ۰0 ۰1 ...۰ أو 9). ویکن ترتيب التتالية 
رب یه عي الشکل ب (0. 

ويك |4 ] ريك = x‏ 

[tn]...‏ ويك dy,‏ = ود 


شکل (B-2)‏ 5-5-9 دعم و ييه وا اه 
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وفي الشكل ب (2) وضعت التتالية من 7 من الأرقام الصحيحة للعد 2 في مربعات لأنها 
تتکون من تلك الأرقام التي نكون منها العدد ... ,8 رة ١8,‏ - ل . وهو مختلف عن كل 
من الأعداد 5 


والعدد لإ معرف بواسطة وصف رقمة ذي الترتيب " وهو ,8 . ونريد الحصول على أن 


ل ۶ ,۵ ولذا نعرف: 


nn 


وبذلك فان هوعدد نی فترة (0,1]. وأيضاً لا يمكن ل لا أن تساوي أي عدد من ال ,× 
لأنه لكل ١‏ يكون ره ,8 . ومن ثم فان ر» ,× يختلفان على الأقل في رقميهم| 
لعشریین ذي الترتيب 8. (لاحظ أن « لا يمكن تدويره ليساوي عدداً من ,»× بالطريقة التي 
يدور فيها ...49999. ل اوي ...50000؛ لأن ليس له تسعات في مفكوكه العشري). 
ومن ثم فالتتالية ينا لا تحتوي ضمن حدودها كل الأعداد في (1 ,0] . وهذا يثبت 
أن الفئة (1 ,0] غير قابلة للعد. وحيث إن + تحتوي على (0.1] فانه ينتج من المفترض 
ب (1) أن ا أيضا غير قابلة للعد. 


نتيجة ب (2): 
فئة الأعداد غير القياسية غير قابلة للعد. 
البرهان : 


إذا كانت فئة الأعداد غير القياسية × قابلة للعد. لأمكننا أن نکتب نا © =۴ » 
ولكانت النظرية ب (1) تضمنت أن 8 قابلة للعد. 
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الملحق ج 


Infinite Products  ىئاماللا الضر ب‎ 


مفهوم الضرب اللانبائي هو النظير الضربي للمتسلسلات اللانهائية . 

عادة يحذف موضوع كهذا من كتاب في هذا الستوی. على الرغم من ذلك فان الضرب 
اللامبائي نافع جداً في بعض الفروع الرياضية مشل نظرية الأعداد ونظرية الدوال المركبة 
)×eاcomp)»‏ نوضح هنا ولغرض دراسة تقارب الضرب اللانهائي أنه يكفي دراسة المتسلسلات 


اللانهائية . 
إذا كانت (۸) متتالية عدديةء نعرف التتالية المرتبطة بها (,ع) بالصيغة : 
a, a, ...a, = ÎÎ‏ = يم 
5 


إن (,م) هي متتالية الضرب الجزئي للضرب اللانبائي ,113 . (استخدم الحرف الكبير 
1 ل «الضرب» للتشديد على نظيره في المتسلسلة حيث نكتب حرف سيغم) كبير < للدلالة 


على الجموع). 

غالباً من الضروري أن نفترض بسبب الخواص الضربية للعدد صقر أن ,ره غير صفري لكل 
.k‏ 
تعريف ج (1): 


الضرب اللانهائي به 11 تقاربي بشرط أن متتالية حواصل ضربه الجزئي تتقارب إلى 
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خهاية غير صفرية . في حالة التقارب» نکتب: 
II a, = lim ۱1 3‏ 
1غ k=1 n>‏ 
وهذه النباية العددية تسمى قيمة الضرب اللامائي . 
وفي الحالة عندما تتقارب متتالية الضرب الجزئى إلى الصفرء نقول أن ,8 11 تباعدية إلى 
الصفر. 
من الواضح أن هذه نتيجة في حالة کون أي حد ,۵ مساوياً للصفر. 
قد يتبادر إلى الذهن بأن رفض النباية الصفرية استثناء اختياري ولكن هذا افتراض 
ضروري لتفادي أن تنتج بعض التتالیات الشاذة ضرباً لانهائي تقاربياً. 
على سبيل المثال. إذا كان 0 = به لبعض *1. فان (,ه) متتالية غير محدودة أو ذات 
أي قيمة نرغب فيها لكل “ا ٭ عا ومع ذلك فإن: 
a= 0.‏ 1 -.م لكل 72۲ 
هذه ليست الطريقة الوحيدة التي يكون فيها الضرب اللانهائي غير تقاربي . 
مثال ج (1) ومثال ج (2) يوضحان نوعين آخرين من الضرب اللانهائي غير التقاربي 
ومثال ج (3) يوضح لنا ضرباً لانمائياً تقاربياً. 


مثالج (1): 
۲ ¢ ۲ كم بش و ا 11 غ قا 
إذا كان (1-) = ره » فان (1-) = ,م وه !ا غير تقاربي. 
مثالج (2): 


1 1 ۲ 
إذا کان ل 2 2 4 فان : 


إذن » - ,ميضلا و ها غير تقاربي. 
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ل لايع 0 3 
إذا کال 8 3 (1+) بية » فان 
3 4 2 3 1 2 
لد و Spee‏ 
و (1 + ) 


8 


إذن فان 1= ۾ 1[1. 
k‏ 


النتيجة التالية يمكن تييزها على أنها نظير النظرية المساعدة 9.10 في موضوع التسلسلات 
اللانبائية . 


نظرية مساعدة ج (1): 


إذا كان ره 1 متقارباً (تقاربياً)» فان 1 = ية يضذا. 
الرهان: 
للفرض أن 1۶0 =4 ۲ » فان : 
li L‏ م 
lim, ) 9 ) e 34 5 =1.‏ مة lim,‏ 
Pn lim, Pn L‏ 
ننبى هذه المناقشة بنظرية بسيطة تربط بين الضرب اللانائي التقارب وبين المتسلسلات 
اللاخبائية . 
نظرية ج (1): 


إذا كان , 1 تقاربياًء فان || عها < تقاربية. وإذا كانت /,ه و10 < تقاربية 
وكان 0 < يه لبعض ۲ أكبر من بعض ۰ فان 2,2 11 تقاربي. 
البرهان: 
إذا كان ,3 11 تقاربياًء تضمن لنا النظرية المساعدة ج (2) أن الحد العام به موجب 
عندما تکون ۲ كبيرة با فيه الكفاية . 
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إذن يمكن أن نفترض بدون فقدان للعمومية أن 0 < ,هة لكل . 
الآن: 
n n‏ 
log 35 = lim, 6 1 5‏ 2 ا lim,‏ 
k=1 k=1‏ 
lim, {log 2‏ = 
ویضمن اتصال الدالة × 108 بالاضافة للمعیار التتالي للاتصال أن النهاية موجودة. 
لرهنة العکس. نستطیع مرة أخرى افتراض أن 0 < ,۵ لكل . 
إذا كان يهعه! درو » فإن: 
اع 
sy 2 log P,‏ أو < 61 


وهكذا فان تقارب (,5) واتصال الدالة *« یتضمنان أن (,م) تقاربية. 
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قائمة بالصطلحات 
المستخدمة في الكتاب 


(A) 


تشكيل (مجموعة مرتبة) 
متسلسلة متعاقبة الاشارة 
محور تقارب 

مسلمة 

مسلمة الترتيب 

مسلمة أصغر حد أعلى 
خاصية التنسيق 


ر 
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Absolutely Convergent 
Additive function 
Aggregate 

Affine 

Algebraic Combination 
Accumulation point 
Analytic function 
Array 

Alternatig series 
Asymptote 

Axion 

Order axions 

The least upper bound axion 
Associative property 
Approximation 


Average 
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(B) 
متجه الأساس (المتجهات الأساسية)‎ 
حدود‎ 
فة محدودة‎ 
نقطة حدود‎ 
معاملات ذات الحدين‎ 
الدالة السلمية‎ 
تغير (تغاير) محدود‎ 
0 
فصل‎ 
نجمع‎ 
كال‎ 
أعداد مركبة‎ 
دالة مركبة‎ 
متتاليات كوشي‎ 
معيار كوشي للتقارب‎ 
تقاربي (متقارب)‎ 
حاصل الضرب الكرتيزي‎ 
غطاء‎ 
اتصال (استمرار)‎ 
كانتور‎ 
تقارب‎ 
فئة مترابطة‎ 
فئة قابلة للعد‎ 
تراكيب الدوال‎ 
قاعدة السلسلة‎ 
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Basis vector(s) 
Boundary 

Bonnded set 

Binary operation 
Boundary point 
Bilinearity 

Binomial coefficients 
Bracket function 


Bounded variation 


Class 

Collection 

Completeness 

Complex numbers 
Complex function 
Cauchy sequences 
Cauchy Criterion for Convergence 
Convergent 

Cartesian product 

Cover 

Continuity 

Cantor 

Convergence 

Connected set 

Countable set 
Composition of functions 


Chain rule 


www.afriqa-sat.com 


انغلاق 

نقطة عنقودية أو نقطة التراكم 
مد مج 

معيا 


0 
واي 


دالة تراكبية 


قطع دید کند 

تباعدي «متباعد) 

دالة منفصلة 

خاصية التوزیع 

غير متصلة (منفصلة) 
نطاق 

حاصل الضرب القياسي 
الترية اللفصلة ۱ 
دالة البعد 

مشتقة اتجاهية 

انفصال 

استنتاج (استدلال) 
قرص 

حاصل الضرب القيامي 


فئة أولية 
فراغ اقليدي 
تفاضل تام 
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Closure 
cluster point 
Compact 
Criterion 


Composite function 


(D) 


Dedekind cut 
Divergent 
Discontiuons function 
Distributive property 
Disjoint 

Domain 

Dot product 

Discrete metric 

Dual 

Distance function 
Dominance 
Directional derivative 
Dense set 
Discontinuity 
Deduction 

Disk 


Dot product 


(E) 
Elementary set 
Fuclidean space 


differential‏ اعد 
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Even زوجى‎ 


Even index دليل زوجى‎ 
(®) 

مضر وب Factorial‏ 

Function دالة‎ 

Finite set فة منتهية‎ 
(6) 

Gamma function دالة جاما‎ 

Geometric sequence متتالية هندسية‎ 

دالة أكبر عدد صحيح (الدالة السلمية) Greatest integer function‏ 

Createst Lower bound آکبر حد أسفل‎ 

Green theorem نظرية جرين‎ 
(H) 

فترة نصف مغلقة Half-closed interval‏ 
متتالية توافقية Harmonic sequence‏ 
فرص (افتراص) Hypothesis‏ 
1 
صورة Image‏ 
دالة ضمنية Implicit function‏ 
تکامل معتل Improper integral‏ 
استقراء Induction‏ 
لامائى ‏ لاحدود Infinite‏ 
ابتدائی Initial‏ 
القابلية للتكامل Integrability‏ 
ضرب داخلي Inner product‏ 
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الأدنى (العنصر الأدنى) 
مساحة داخلية 

آني - لحظي 

مكامل 

مكامل به 


(J) 


(K) 
اختبار كومر‎ 


(L) 
نقطة نهاية‎ 
نظرية مساعدة‎ 
قاعدة لیبنتز‎ 
تكامل خطي (منحني)‎ 
تحويل خطي‎ 
تحويل لابلاسي‎ 
قياس ليبيج (ليبيغ)‎ 
أصغر حد أعلى‎ 
الجموع السفلي‎ 
۳ 
نظرية القيمة الوسطی‎ 
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Isolated point 
Irrational numbers 
Infimum 

Inner area 
Instantaneous 
Integrand 
Integrater 

Interval 


Iterated 


Jordan contênt 


Jump 


Kummer’s test 


Limit point 

Lemma 

Lcibnitz rule 

Line integral 

Linear transformation 
1.aplace transform 
t.cbesgue measure 
Tl.cast upper bound 


f.ower sum 


Mecian value theorem 
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فضاء (فراغ) متري 

دالة مطردة 

المشتقات الحزئية المختلطة 
راسم (اقتران ‏ تحویل) 
مصفوفة 


(N) 


(0) 


اتصال أحادي الحانب 
قمع 


فترة مفتوحة 
مساحة خارجية 


(P) 
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Metric space 

Monotonic function 
Mixed partial derivatives 
Mapping 


Matrix 


Nested intervals 
Negation 

Nearly continuous 
Neighborhood 
Norm 

Net 


One-Sided continuity 


Open cover 


Open interval 


Outer area 


Partial derivative 
Partition 

Piecewise continuous 
Pointwise continuity 
Postulate 


Proposition 
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شبه نهاية Psiudo-limit‏ 


كثيرة حدود Polynomial‏ 
(R)‏ 
اختبار رای Ruabe’s test‏ 
نصف قطر التقارب انان للحت أن Radius‏ 
مدی Range‏ 
اختبار النسبة Ratio test‏ 
عدد حفیقی Real number‏ 
اعادة ترتيب حدود المتسلسلة Rearrangement of seis‏ 
تدقيق Refienement‏ 
الحد الباقى Remainder term‏ 
انفصال قابل للإزالة Removable discontinuity‏ 
تكامل ريمان (ريماني) Riemann integral‏ 
هاية من اليمين Right-hand limit‏ 
اختبار الحذر Root test‏ 
(S$)‏ 
منحنى متقطع الملاسة Sectionally smoth curve‏ 
متتالية Sequence‏ 
المعيار التتالي (التتابعي) Sequential criterion‏ 
خاصية الإزاحة Shifting property‏ 
غطاء جزئى Subcover‏ 
تمائل Symmetry‏ 
الأعلى (العنصر الأعلى) Supremum‏ 
(T‏ 
التاكسياب التری Taxicab metric‏ 
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Terminal point النقطة الهائية‎ 


Theorem نظرية‎ 

طبولو جیا Topology‏ 

Triangle Inequality متباينة الثلت‎ 

Truth set فئة الصواب‎ 
(U) 

فئة غير قابلة للعدٌ Uncountable set‏ 
اتصال منتظم Uniform continuity‏ 
تقارب منتظم Uniform convergence‏ 
حد أعلى Upper bound‏ 
۷ 
تغير (تغاير) Variation‏ 
(W)‏ 

مبدأ حسن الترتيب Well-ordering principle‏ 
حسنة الصياغة Well-posed‏ 
احتبار 1 لقيرشتراس Weierstrass M-test‏ 
(Z)‏ 

Zero of a function صفر الدالة‎ 
Zero of a polynomial صفر (أو جذر) كثيرة الحدود‎ 
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